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AGLI STUDIOSI 

DELLE MATEMATICHE 

GLI EDITORI 



Uopo aver dato in luce con plauso di tutti i piu in- 
telligenti Matternatici gli Elementi di Geometria del 
celebre Le-Gendre tradotti con la possibile accuratez- 
za in italiano ; non si potea certo da noi proseguir me- 
glio a presentar il corso dello studio delle Mattemati- 
che , quanto in pubblicar come. facciamo gli Elemen- 
ti di Algebra del Sig. Dott. Paoli, superiore ad ogni 
elogio che potessimo farne, se pur la sua modestia ci. 
permeTTessc di farlo . 

Il plauso con cui venne accolta la prima edizio- 
ne di essi, quantunque riuscita disgraziatamente scor- 
retta ; le ricerche continue che si fanno della non ele- 
gante edizione di Torino ; e la stinta sopra tutto che 
professiamo al celebre Autore ci ha fatto risolvere a 
pubblicar la presente sotto gli occhi dell’ Autore stes- 
so , accoppiando in essa, per quanto è stato possibile , 
oltre una scrupolosa correzzione , V economia necessa- 
ria per un libro di scuola alla nitidezza , esattezza , e 
perfezione tipografica . Ognuno che vi ponga V occhio 
potrà agevolmente convincersi di quanto sia essa su- 
periore a tutti i libri di algebra che si sono pubblica- 
ti, e si pubblicarlo attualmente in Italia . 
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IV 

Nè meno certo ci abbisognava per corrispondere 
in qualche modo alle gentilezze dell’ Autore , che non 
solo si è voluto prestare alle nostre premure accuden- 
do all ’ edizione ; non solo ci ha offerto dei notabili 
cambiamenti , rischiaramenti , ed aggiunte nel corso 
dei due Volumi già pubblicati ; ma-si è voluto occu- 
pare ancora della composizione d’ un intiero terzo Vo- 
lume , che vedrà ora per la prima volta la luce . Con- 
terrà questi una più ampia esposizione di alcune mal- 
terie nei precedenti Volumi trattate ; altre nuovamen- 
te esponendone , ed in specie l’ eccellente rigorosa ma- 
niera di presentare i principi del Calcolo Differenzia- 
le immaginata dal sommo geometra La-Grange , ser- 
virà di supplemento agli altri due ; e porrà i giovani 
sulla strada delle più .importanti ricerche analitiche 
in questi ultimi tempi intraprese . 

Speriamo dunque che la gioventù specialmente , 
la quale in Italia si è rivolta da poco in qua in gran 
numero allo studio delle Matematiche , ci saprà buon 
grado delle nostre cure ; come degli attestati non equi- 
voci di gradimento hanno superate di gran lunga 
sempre le nostre speranze in ogni intrapresa tipogra- 
fica, che ha veduto la luce da questi torchi. 
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PREFAZIONE 

DELL’ AUTORE 



Jj ra tutti quelli , che in Italia si danno allo studio delle Ma- 
tematiche , se qualche genio sublime si eccettua, il quale con 
la forza del suo spirito abbia trionfato di tutti gli ostacoli , e 
siasi posto a livello de’ Geometri oltramontani , pochi altri si 
contano , che giungano alla mediocrità . Nè ciò si dece ripete- 
re dalla mancanza degli ingegni, che abbondano in Italia , co- 
me per tutt’ altrove , ma dal mal inteso metodo d’ insegnare le 
Matematiche : poiché quivi non si pongono nelle mani de 1 gio- 
vani che Elementi malto leggieri, i quali compariscono facili, 
perchè sono inesatti , e non trattano , in ciascun ramo della 
Scienza, che di qualche caso particolare . Il primo inconve- 
niente che ne nasce , è quello , che i giovani si avvezzano a 
contentarsi di una tal quale evidenza j giacché una dimostra- 
zione rigorosa non può ottenersi , che quando la cosa si consi- 
dera in tutta la sua generalità . Inoltre , è certo che niuno può 
rendersi abile , se non leggendo le Opere de' gran Geometri, i 
quali suppongono nel lettore la scienza portata a quel grado , 
in cui si trova , allorché scrivono . Ora chi non ha trovato ne idi 
Elementi , che quelle cognizioni soltanto che si avevano un se- 
colo addietro , al primo leggere de’ libri degli Euler , de' d’ Alem- 
bert, dei de la Grange Si abbatte in difficoltà insuperabili . Di 
qui il più delle volte succede , che o abbandona affatto f intra- 
presa carriera , o si contenta di rimanere nella ristretta sfera 
delle cognizioni più elementari , passando la vita d’elemento 
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VI 

in elemento , ed in ciò /ire talvolta è confortato dalla imperi- 
zia de' Maestri , i quali non essendo in stato di toglierli quel- 
le difficoltà , che essi pure incontrano , gli consigliano ad aste- 
nersi da certe ricerche , che con simulato , ma prudente disprez- 
zo caratterizzano come intralciate ed inutili . Qualche volta 
però persistono nell’ incominciato camino , e vanno qua e la 
cercando di riempier le lacune , che trovano nelle loro cognizio- 
ni; ed in ciò fare senza alcuna regola perdono molto tempo , 
onde appena riesce loro d’ intendere alcuni de’ libri magistrali , 
non che di contribuire con le toro proprie ricerche all' avanza- 
mento della Scienza. Nella complicazione , cui è giunta l’ Al- 
gebra , si rende necessario un metodo, il quale il più presto che 
è possibile , avuto riguardo alla capacità de’ giovani , li ponga 
in grado di leggere senza inciampo i libri de' Geometri del 
pr ini’ ordine. Un tal metodo appunto è quello , che io mi son 
proposto di delineare in questi Elementi ; e perciò ho procurato 
di toglier di mezzo le ricerche inutili o inesatte, o particola- 
ri ; ed in ciascun ramo della Scienza ho tentato di porre i gio- 
vani sulla strada de’ metodi più generali e più accurati , che 
di presente si conoscono . In qualche parte ho potuto trattar la 
materia in tutta l’ estensione relativamente alle cognizioni , che 
finora abbiamo: le altre formano una introduzione alle Opere 
grandi; e qui ho procurato di porre in chiara luce i principj , e 
togliere quelle difficoltà , che nella lettura delle medesime si so- 
gliono incontrare . I / tutto poi mi sono studiato di dimostrare 
con esattezza , e col massimo rigore; non appoggiando mai la 
prova alla felice riuscita ne’ casi particolari , ma deducendola 
a priori dalla natura della cosa. Su questo punto mi pare di 
aver supplito a molte mancanze , che si trovano nella maggior 
parte de’ libri , specialmente elementari , i quali invero nulla 
dovrebbero contenere, che non fosse evidentemente certo. Giu- 
dicheranno i Geometri , se io sia riuscito felicemente nel piano, 
che mi sono proposto: ma in qualunque modo il mio libro potrà 
essere utile ad altri per farne un migliore . Mi resta solo ad av- 
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vertire , che non ho mancato di citare gli Autori delle scoperte 
più grandi , e di quelle specialmente., che al nostro secolo ap- 
partengono: ma sarei stato troppo lungo , se anche nelle mino- 
ri ricerche avessi dato a ciascuno quanto gli e dovuto . Cia- 
scuno adunque potrà riconoscervi il suo , che io non intendo 
usurparmi ; contento, se qualche piccola parte ne rimane alche, 
a me o nella esposizione de’ metodi , o nella invenzione . 
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ELEMENTI 

DI ALGEBRA 



PARTE PRIMA 

DELL’ALGEBRA DELLE QUANTITÀ FINITE 



CAPITOLO PRIMO 

Dell 1 Algebra ingenerale. 



I. 

Si chiama quantità o grandezza tutto ciò che è suscettibile di 
accrescimento o di diminuzione, tutto ciò di cui si può asse- 
gnare o concepire il doppio ola metà, il triplo o la terza par- 
te, ec. Così il tempo, il peso, i numeri, le linee sono quantità, 
perchè si può concepire che il tempo, il peso, i numeri, le li- 
nee vadano continuamente crescendo secondo qualunque rap- 

{ iorto . Non così le qualità morali, come sarebbe l’attenzione 1 , 
a diligenza, sono quantità, perchè quantunque vi sia un’at- 
tenzione e una diligenza maggiore di un’altra, non si può però 
concepire che una sia doppia dell’altra, e in generale non si 
possono nè assegnare nè concepire i gradi del loro accrescimen- 
to o diminuzione. È chiaro che vi sono molte diverse specie di 
quantità, e da esse hanno origine le diverse parti delle Matema- 
tiche, le quali si aggirano nella contemplazione di una specie 

{ articolare di grandezze. Le Matematiche ingenerale formano 
a Scienza delle quantità, o sia la Scienza che insegna a misu- 
rarle. 

L’unico mezzo di misurare una quantità qualunque è quel- 
lo di riguardare come cognita e fissa un’altra quantità della 
medesima specie, e di determinare il rapporto di quella a que- 

Tom.I. i 
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sta. Cosi se vogliamo misurare il tempo, supponghiamo cogni- 
to un dato tempo, come Sarebbe un’ora, ed osserviamo quante 
ore son contenute nel tempo che vogliamo determinare. Cosi 
pure se dovremo determinare una distanza, ci serviremo di una 
lunghezza cognita, ed a quella paragoneremo la distanza da mi- 
surarsi. In generale conviene per ogni sorte di quantità (issarne 
una della medesima specie, la quale serva di misura odi unità , 
e determinare il rapporto che ha con questa unità la quantità , 
di cui si cerca la misura. In tal guisa possiamo paragonar tra 
loro le quantità di diversa specie, come sarebbe lo spazio per- 
corso da un corpo che si muove, e il tempo impiegato a percor- 
rerlo; perchè noi non paragoniamo propriamente che due nu- 
meri , i quali esprimono il rapporto del tempo all’unità di tem- 
po, e quello dello spazio all’unità di spazio. * 

Siccome adunque tutte le quantità si riducono a numeri, 
è evidente che il fondamento di tutte le Matematiche deve con- 
sistere in un trattato completo della Scienza de’ numeri, e del- 
le diverse maniere di computarli. Questa parte importante del- 
le Matematiche, a cui tutte le altre sono appoggiate, si chiama 
Algebra o Analisi. L’Algebra pertanto ha per oggetto di consi- 
derare i numeri, che rappresentano le quantità, senza aver ri- 
guardo alle diverse specie di quantità, che essi rappresentano. 
Appartiene alle altre parti delle Matematiche il considerare que- 
ste diverse specie". 

La Scienza in vero de’numeri si suole comunemente chia- 
mare Aritmetica ; ma questa non si estende che ad alcuni meto- 
di di calcolare, i quali vengono a bisogno nella vita civile, men- 
tre l’Algebra abbraccia tutto ciò che può aver luogo nella dot- 
trina de’numeri, onde si suole anche chiamare Aritmetica Uni- 
versale. L’Aritmetica si serve per denotare i numeri delle cifre 
arabe, e l’Algebra oltre le cifre arabe adopra ancora le lettere 
dell’ Alfubeto , e in ciò consiste una gran differenza tra l’una e 
l’altra di queste scienze. Poiché siccome le lettere non signifi- 
cano un numero particolare, ma esprimono qualunque nume- 
ro , le soluzioni de’ problemi , che si ottengono con l’Algebra , so- 
no generali e comprendono tutti i casi , laddove l’Aritmetica non 
considera che un caso particolare, e per ogni simile caso con- 
vien che faccia un nuovo calcolo. Sia proposto per esempio di 
trovar due numeri, la somma de’ quali sia 5, e la differenza 3 . 
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L’Aritmetica risolverà questo problema particolare; ma se la 
somma o la differenza de’numeri cercati sarà diversa, converrà 
che faccia un nuovo calcolo affatto simile al primo. L’Algebra 
all’opposto rende prima generale questo problema, ponendo le 
lettere a e. b per la somma'e la differenza *le’duc numeri cerca- 
ti, ed il di lei calcolo una volta fatto serve per tutti i casi ; poi* 
che per un caso particolare qualunque, non occorre fare altro 
che sostituire nella soluzione generale alle lettereae A i nume- 
ri corrispondenti a questo caso. Inoltre fatta una operazione 
sulle cilre numeriche non rimane più alcun segno di questa 
operazione: ma le lettere conservan sempre la traccia delle opc- 
razipni , onde poi si ricavano de’ metodi che insegnano ad otte- 
ner l’intento con operazioni più semplici di quelle, che porta 
la regola generale. Questo vantaggio è così grande, che 1’ Alge- 
bra si rende per mezzo di esso capace di operazioni moltiplici 
ed intrigatissime, alle quali non è in alcun modo permesso. di 
giungere alla comune Aritmetica. 

CAPITOLO II. 

t li : . ; • , t 

Delle prime operazioni dell’ Algebra . ’ t 

. I 

•• f . « • 

2 . 

Siccome nell’Aritmetica per rapporto alle cifre numeriche, cosi 
nell’Algebra per rapporto alle lettere si fa la somma , la sottra- 
zione, la moltiplicazione , e la divisione . La somma si fa posto 
tra le quantità il segno così a-+-A significa che la quantità a 
è aggiunta alla quantità A, e si pronunzia a più b . Così a-+*A-*-c 
Tuoi dire che le quantità b e c sono l’una e l’altra aggiunte al- 
la quantità a. Quando le lettere da sommarsi sono simili, come 
se ad a si dovesse aggiungere a, è chiaro che invece di a-t-a si 
può scrivere za. Cosi pure za-t-azzia , 3a-t-4<J — va , ec., il se- 
gno = denotando eguaglianza . . , 

I numeri , che precedono le lettere, si chiamano i loro coef- 
ficienti. Così nella quantità 3 b il numero 3 è il coefficiente di b, 
come pure nella quantità za- *-4A i numeri 2 e 4 sono respetti- 
vamente i coefficienti di a e di b. Una lettera senza coefficien- 
te, s’intende sempre ohe abbia per coefficiente 1’ Unità ; così 
■ lazza, e l’ unità sempre si tralascia.. , 
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La sottrazione si fa posto fra le due quantità il segno — . 
Cosi a — b significa che b è sottratta da a, e si pronunzia a meno 
b ; così pure a-v-c — d vuol dire, che dalla somma delle quantità 
di' cii deve sottrarre la quantità d. Riguardo alle quantità si- 
mili è chiaro che a — a — o , cioè zero, 2a — a— i a— a , 5 a — 2a—ia , 
o sia nella sottrazione delle quantità simili si deve prendere la 
differenza dei coefficienti. Se dalla quantità 3 a si dovrà sottrae 
re che è maggiore di quella, la sottrazione si farà togliendo 
3 a da 70, e ponendo il segno — avanti il residuo \a. Infatti so 
da b-*-’Sa io devo sottrarre 70, e scrivo b—ya lasciando da par- 
te 3 a, io ho sottratto troppo, e il di più è contenuto nelle 
3 a che devo aggiungere a b\ quindi da b non devo sottrarre 
7 a, ma 70— 3a:=4#, e perciò la giusta sottrazione mi- darà 
b-t-'ia — 7 azdb — 4 a > e quindi sarà 3 a — 7 a= — 4 °* Le quantità che 
hanno avanti il segno -+■ , si chiamano positive , quelle che hau- 
do il segno — , si dicono negative. Le quantità negative si devo- 
no prendere in un senso affatto opposto a quello , in cui si pren- 
dono le positive: così se le quantità positive rappresentano cre- 
diti, le negative indicheranno debiti; se le prime esprimono gli 
spazj percorsi verso una data parte, le seconde esprimeranno 
spazj percorsi verso una parte a quella direttamente opposta; e 
cosi sempre. 

Due cose devono qui notarsi: i.° se una quantità non ha 
avanti di se alcun segno, vi si deve intendere il segno che 
nelle prime lettere si suol sempre omettere, poiché invece di 
, -*-a-t-b si scrive a-+-b: 2° nelle somme e sottrazioni non si deve 

avere alcun riguardo all’ordine delle lettere, poiché lo stesso 
significa a-*-b , e b-v-a ; e così pure hanno lo stesso valore l’espres- 
sioni a — b , e — b-*~a . Siccome però siamo avvezzi all’ ordine 
dell’alfabeto, torna conto, per quanto si può, di mantenere 
quest’ ordine. 

4 - 

La moltiplicazione delle quantità a, b si fa ponendo in 
mezzo ad esse il segno X» o un punto, o pure unendole insie- 
me; cioè le formule r»X^> a -b, ab hanno l’istesso valore, ed 
indicano la moltiplicazione di a per b. Cosi pure l’ espressioni 



y 
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abc, abcd significano la molti plicazione delle tre quantità a, 
b, c, o delle quattro a, b, c,d . Se vi saranno coefficienti nu- 
merici, questi si moltiplicheranno tra di loro per le comuni re- 
gole dell’Aritmetica, ed il prodotto si porrà avanti alle lettere. 
Per esempio, siccome 3 moltiplicato per 5 dà r5, la moltiplica* 
zione delle quantità 3a, 5b ci darà i5 ab. Siccome nell’Aritme- 
tica, così nell’Algebra quelle quantità, che si moltiplicano tra 
loro si chiamano fattori, e ciò, che risulta dalla moltiplicazio- 
ne, prodotto. Qui di nuovo conviene avvertire, che l’ ordine 
delle lettere non produce alcuna mutazione nel prodotto: ciò è 
evidente quando le lettere son due, ma è egualmente vero qua- 
lunque sia il numero delle lettere. Infatti siccome bczzicb, sarà 
moltiplicando pera, abczzacbzzLca—cba , ove invece di bea si 
può anche scrivere bac , e invece di eba si può scrivere cab. Po- 
tendosi adunque permutare il prodotto di tre lettere in tutti i 
modi possibili, si abbia adesso il prodotto di quattro lettere 
abcd, cioè ayjbcd , ove le tre lettere b, c , d si possono in qua- 
lunque modo permutare, per ciò che abbiamo detto, rimanen- 
do prima la a. Ma siccome ab^dba, il medesimo prodotto si può 
anche scrivere così bacd , e rimanendo prima la b le altre posso- 
no comunque permutarsi; e così pure scrivendo il medesimo 
prodotto nelle maniere cabd, dabe, e ragionando in eimil guisa 
vedremo che il prodotto di quattro lettere ha sempre il medesi- 
mo valore, in qualunque ordine queste si scrivano, e ì’is tessa 
proprietà hanno i prodotti di cinque o più lettere. 

Quelle quantità si dicono semplici o monomie , che non so- 
no in alcun modo divise dai segni -4- o — : complesse o polinomie 
quelle, che son composte di molte piarti tra loro disgiunte dai 
segni -e- e — . Così la quantità 3a-t-5òc-»-6</ — 3 abc è un polino- 
mio , e le piarti monomie Sa, 5 bc, 6 d. Bobe si chiamano i di lei 
termini. Più particolarmente una quantità si dice binomio , se 
è composta di due termini, trinomio se di tre, quadrinomio , se 
di quattro, ec. 

5. 

La divisione essendo una operazione affatto contraria alla 
moltiplicazione, l’una distrugge quello che ha fatto l'altra: così 
la quantità a prima moltiplicata per b , e poi divisa px-r b rima* 
ne la medesima . Quindi se una quantità monomia ab , o abc si 
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si deve dividere per a, la divisione si farà , se nel dividendo ab , 
o ohe si cancellerà il divisore a; in modo che ab divisa per a sia 
eguale a A, ed aaa divisa per aa sia eguale ad a. Il resultato 
della divisione si chiama quoto o quoziente . Se il dividendo e il 
divisore avranno de' coefficienti numerici, si farà la divisione di 
questi con le regole solite. Così lóab divisa per ia ci darà il 
quoziente 5 b. La divisione alcune volte si esprime col segno: 
posto tra le due quantità così a: b, ma più spesso nel modo se- 
guente le quali due forme indicano la divisione di a per b . 

6. 

Finora abbiamo parlato delle quantità monomie, passiamo 
adesso alle polinomie. E primieramente la somma delle quan- 
tità complesse si fa come quella delle semplici unendo le quan- 
tità col segno -+•, e riduccndo poi i termini simili. Si debbano 
sommare le quantità ìa-^-zbc — 5c,~aa — bc-\-qc , la loro somma 
sarà ia-t-zbc — 5c-+-»a — bc-\-qc , o riducendo 5 a-t-bc-^-zc. Per far 
più facilmente la somma, le quantità da sommarsi si scrivono 
una sotto l'altra, ponendo ciascun termine sotto il suo simile; 
e poi la somma si eseguisce gradatamente dalla sinistra alla de- 
stra. come negli esempj seguenti. 

Esempio I. 

Si debbano sommare le quantità 5a-*-Zb — fa, 2 a — Gb-*-6c-*-zd: 
io le dispongo nel modo seguente: 

Sa-t-3b — fa 
za — 5b-t-6c-+-zd 
qa — zb-t-zc-t-zd 

Poi siccome 5 a-*~za fa qa, scrivo in primo luogo qa nello 
somma, similmente pongo — zb, perchè Hb — 5 bez — zb , -k-zc per- 
chè — 4 c-t-ócrrac , e finalmente -*-ad, i quali termini formano 
la somma cercata. 

Esempio li. 

» * 

Si debbano sommare le quantità 4 a-t-5bc—6cd-t-8x , 

5« — fabe — 6x — a npx-*-p, zbe-t-ied-t-zx — fapx — a p, 

Za+d^cd — ?>p-+6npx . Io le dispongo come segue : 
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4 a-y-bbc — 6cd-y-8x 
-4-5 a — 4*c — 6x — a npx-y- p 

-4-aAc-f-3ca'-*-2.c — fyipoc — a p 
■+•3 a - 1 - 4 cd -«-6 npx — 3 p 

1 za-t-ubc-y- cd- 4 - 4 X — \p 



7 * 

Abbiamo veduto che per sottrarre b da a si scrive a—b , 
cioè si muta il segno alla quantità che deve sottrarsi . Per mo- 
strare che lo stesso ha luogo anche per le quantità complesse, 
supponghiamo che da a si debba togliere la quantità b — c ; io 
dico che questa sottrazione si farà mutati i segni alla quantità 
b — c, in modo che diventi — b-y-c , e poi presa la somma, che 
sarà a— -b-y-c . Poiché se sottraggo b da a scrivendo a — b, io ho 
sottratto troppo, perchè la quantità da sottrarsi non è b, ma 
b — c minore di b , e quel di più che ho sottratto è ~c . Convien 
dunque che aggiunga quello che ho tolto di più, cioè c, e per- 
ciò il cercato residuo è a — b-y-c . Quindi se bzz o, la quantità 
negativa — c si sottrarrà da a scrivendo a-y-c . 

Così pure si vedrà, che dovendo da a sottrarre il trinomio 
b — c-y-d . ciò otterremo scrivendo a — b-y-c — d , mutando cioè i se- 
gni di b — c-y-d , e sommando poi con a. Onde ingenerale si può 
stabilire; che per sottrarre da una quantità un polinomio qua- 
lunque convien mutare a questo i segni, e poi sommarlo con 
la proposta quantità. Venghiatno adesso agli esempj. 

Esempio I. 

Dalla quantità 3a-4-zàc — Smnx-y-d si debba sottrarre 
2a—2bc—mnx-y-2d—q . Mutati i segni della seconda quantità es- 
sa diventerà -2a-y-2bc-y-mnx—2d-y-q ; adesso si sommi con la pri- 
ma come segue 

3a-4-aAc — Smnx-y- d 
— 2a-y-2br-y- mnx- 2 d- 4-7 
v, a-y-àjuc — Mìinx — d-y-q 

_ Esempio II. 

Dalla quantità So-4-3àc— Ipnx-y-q si debbano insieme sottrar- 
re le due quantità 3 a — 4 bc—Scd — 2q , a-y-qbc — 4 mx — *cd-y-2x . 

' Si faccia come segue . 
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5«-f-3Sc — 4*1*-*- q 
-ia-*-\bc -*-2y-t-5c^ 

— a — lbc-*-\mx -+-lctl — ix 
a -t-Óq-t-fcd—zx 

8 . 

Passiamo alla moltiplicazione delle quantità complesse: e 
in primo luogo se si dovrà moltiplicare la quantità a-i-b per c , 
è chiaro che il prodotto sarà ac-t-bc . Infatti segue dalla natura 
della moltiplicazione, che, te due numeri devono tra loro mol- 
tiplicarsi , avremo il medesimo prodotto se moltiplicheremo su- 
bito quei numeri tra loro, o se dividendo il primo in due parti 
moltiplicheremo ciascuna parte pel secondo, e poi prenderemo 
la somma de’ prodotti. 

Ma se si dovrà moltiplicare per c la quantità a — b, il pro- 
dotto sarà ac—bc. Poiché se moltiplico la quantità a per c scri- 
vendo ac , ho moltiplicata c per una quantità maggiore del giu. 
sto, giacché non la devo moltiplicare per a ina per a — b, e il 
di più è il prodotto di b per c; convien perciò che sottragga 
questo prodotto di b per c, e quindi il vero prodotto sarà ac—bc. 
In altra maniera si può dimostrare, che una quantità positiva 
c moltiplicata per una negativa — b dà un prodotto negativo. Si 
debba moltiplicare b—b per c, e siccome b—b è zero, anche il 
prodotto sarà zero: acciò questo succeda, conviene che b — b 
moltiplicata per c ci dia bc—bc, cioè che il prodotto della quan- 
tità negativa — b nella positiva c sia negativo. 

Se poi una quantità negativa si moltiplicherà per una ne- 
gativa, il prodotto sarà positivo . Infatti se si moltiplica a — a, o 
sia zero, per — 6, il prodotto dev’essere necessariamente zero: 
Ora, siccome aX — brz — ab, convien che sia — aX — b~ab , perchè 
il prodotto divenga — ab-t-ab; altrimenti questo prodotto non 
sarebbe zzo . Ne segue che a — b moltiplicata per — c dà per pro- 
dotto — ac-*-bc. 

Dopo queste riflessioni su’ segni, la moltiplicazione delle 
quantità complesse non ha più alcuna difficoltà. Si debbano per 
esempio moltiplicare le quantità a— b, c — d : incomincio dal 
moltiplicare a—b per c ed ho ac — bc\ poi moltiplico la medesi- 
ma c — b per — «’, e ne risulta — ad-t-bd ; quindi il cercato pro- 
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dotto sàrà ac — bc-ad-*-bd . Aggiungerò per esercizio alcuni 
esempj . * ( 

Esempio I. 

Si debbano moltiplicare tra loro le quantità aa-t-5£— 3c, 
« — 3 b-*-3.c . Si faccia la moltiplicazione come segue 

xa-*-5b — 3c 

a— ih -f-a c 
xaa-k-iab — oac 

— 6 ab —lbbb-4- 9 bc 

-t-^ac 4-i ohe — 6cc 

%aa — ab-*- a c — 1 5bb -+- 1 gbc~òcc 

In primo luogo moltiplico per a tutti i termini 2a-t-5b—3c, 
« scrivo il prodotto xaa-*-iab — iac . La medesima quantità mol* 
tiplico per —3 b, e scrivo il prodotto — 6 ab — ibbb-t-gbc come so- 
pra ponendo ciascun termine sotto il suo simile. Finalmente 
moltiplico per a c , e scritto il prodotto \ac-*- 1 ebe— 6cc come so- 
pra, prendo la somma di questi parziali prodotti, ed ho il pro- 
dotto cercato aaa — ab-*-ac — t òbb -*- 1 tjbc — 6cc. 

Esempio li. 

Per moltiplicare le quantità 2 a4-3b4-\x , 3a— ai— 6x si 
faccia come segue 

2rZ *+-3 b 4- 4* 

Sa — 2 b — 6x 

• • — 9 1 

6aa-t-( )u b- f- 1 2 ax 

—4 ab —6 bb— Sbx 

— 1 2 ax — 1 8 bc — a4 x r 

6aa4-òab — bbb — aóix — atjax 

La moltiplicazione delle quantità complesse alcune volte 
non si eseguisce, ma si accenna soltanto: ciò suol farsi in vario 
maniere. Se le quantità %a-t-3b — c, 4 a — 5 b si troveranno scritte 
ne’ seguenti modi, (xa-t-ib — c) (^a — 5 b) , (xa-*-3b — c).(4a — 5&) , 
(xa-*-3b — c) X (4 a— 5£>) , xa-*-ib — c . t^a—ib , xa4-òb — c X 4 a—ób, si 
dovrà intendere, che queste quantità devono tra loro moltipli- 
carsi. Così pure la formula (a-*-b) (a-*-xb) (a-t-3 b) indica la mol- 
tiplicazione delle quantità a-*-b , a-t-xb , a-t-ib , la quale si espri» 
Tom. I. a 
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me ancora così ; a-+-b . a -+-26 . a-*-ób } oppure a-*-by.a+-2.by k a-*-àb . 

9 - 

Vcnghiaino alla divisione delle quantità complesse, e in 

f irinio luogo osserviamo che per riguardo ai segni regnano nel- 
a divisione le medesime regole, che nella moltiplicazione: cioè 
una quantità positiva divisa per una positiva dà un quoziente 
positivo, una positiva divisa per uua negativa o una negativa 
divisa per una positiva il quoto negativo, finalmente una nega- 
tiva divisa per una negativa il quoziente positivo. La ragione 
di ciò chiara apparirà, se si rifletta alla relazione che hanno tra 
loro la moltiplicazione e la divisione. Ora essendo queste due 
operazioni tra loro contrarie in modo, che l’una distrugge quel- 
lo che ha fatto l’altra, è evidente che in ogni divisiqji^ il quo- 
ziente moltiplicato pel divisore deve restituire il dividendo. Po- 
sto questo la quantità negativa — ab divisa per la positiva a da- 
rà il quoziente negativo —b, perchè questo quoziente moltipli- 
cuto per a deve restituire il dividendo negativo —ab . Così pure 
ab divisa per — a ci darà per quoziente — b, perchè— by.-azr.ab •, 
e — ab divisa per — a avrà per quoziente b, perchè by—a= — ab. 
Adunque per riguardo ai segni le medesime regole hanno luogo 
nella moltiplicazione e nella divisione; cioè segni simili danno 
resultati positivi, segni contrarj resultati negativi. 

Passiamo dunque alla divisione delle quantità complesse, 
e sia proposto di dividere la quantità aa-*-zab-*-bb per a-i-b. La 
questione si riduce a trovare una quantità tale; che moltiplica- 
ta per a-*-b ci dia per prodotto aa-*-zab-*-bb : nell’esempio se- 
guente insegneremo il modo di trovare questa quantità . 





Esempio I. 




Divisore 


Dividendo 


Quoziente 


a-\-b 


) aa-*-2ab-*-bb ( 


a-*-b 




aa-*- ab 

ab-*-bb 

ab-*-bb 

O 





Primieramente si scriva alla sinistra del dividendo il divi- 
sore a-\-b ; poi si divida il primo termine aa del dividendo pel 
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primo termine a del divisore, e il quoziente a si scriva alla de- 
stra del dividendo. Questo quoziente a adesso si moltiplichi pel 
divisore, ed il prodotto aa-t-ab si sottragga dal dividendo, e si 
avrà per residuo ab-t-bb . Di nuovo il primo termine ab del re- 
siduo si divida pel primo termine a del divisore, ed il quozien- 
te b si scriva come sopra; questo quoziente b si moltiplichi pel 
divisore, ed il prodotto ab-+-bb si sottragga dal residuo, e sicco- 
me rimane zero, l’operazione è terminata, ed il quoziente cer- 
cato è a-\-b\ perchè, come abbiamo veduto nell’operazione, que- 
sta quantità a-t-6 moltiplicata nel divisore diventa eguale al di- 
videndo. In questo modo deve sempre procedere l’operazione, 
finché non giunga ad un residuo =o. Acciò per altro essa rie- 
sca più facilmente, conviene ordinare il dividendo ed il diviso- 
re per la medesima lettera, cioè disporli in modo, che il primo 
termine contenga quella lettera il più delle volte , e gli altri la 
contengano gradatamente meno. Così nell’ esempio precedente 
il dividendo era ordinato per la lettera a, perchè il primo ter- 
mine conteneva a due volte, il secondo una, il terzo nessuna. 

Esempio II. 

Si debba dividere aa — bb per a-*-b. 

a-t-b ) aa—bb ( a — b 
aa-*-ab 

— ab — bb K 

— ab bb 

— «r .-~ 

o 

Esempio III, 

Sia proposto di dividere ioab-+-ifac-*-\aar4-i-ibc-*-()bb-*-i!xcc X**.- t * Ji 

per 3i-+-2a-t~4c . Ordino prima queste quantità per la lettera a, 

con che esse diventano 4aa-*-ioab-*-iqac-4-i'fbc-*-t>bb-*-i2£c , 

aa-t-ib-t-4 c ; P°* laccio la divisione, come segue 

aa-h3b-h4 c ) 4 aa ~*~ 1 oab-t- ! 4<ac -+- 1 ~[bc-*-6bb -+- 1 %cc (aa-*-2&-+-3c 

4 «a-+- 6 ab-*- 8 oc 

ùpb-*- bac-t - 1 ~bc-¥- 6bb-*-l2CC 

4 ab ■+■ Sèc-f- 6 Bb 

...... . . — - . ... 

Oac-+- (jbc-t~lo.cc 

6ac-t- qbc-t- 1 2cc 

O 
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Alcune volte succede, che una quantità non si può divide- 
re esattamente per un’altra: così la quantità aa-+-bb non si può 
dividere per a-t-b , poiché se facciamo l’operazione come segue 

a-t-b ) aa-t-bb ( a — b 
aa-t-ab 
— ab-t- bb 
— ab — bb 

2.bb 



giungeremo al residuo 2 bb, il quale non si può piò dividere per 
a. In questi casi la divisione soltanto si accenna in questa gui- 
aa-t-bb - , _ . 

■; la qual quantità, siccome ogni altra simile, in cui il 



sa- 



a-t-b 



dividendo non può esattamente dividersi pel divisore, sì chia- 
ma frazione, e il dividendo numeratore , il divisore denominato- 
re della frazione, ambedue poi considerati insieme si chiamano 
i termini della frazione. La divisione si accenna anche ne’ modi 
seguenti, [aa-t-bb) : (a-t-b), o pure aa-t-bb : a-t-b, i quali equi- 
valgono all’aLro cioè esprimono la divisione di aa-t-bb 

per a-t-b . 



Si osservi che la frazione 



an-t-bh 



a bb 



come n- 



a-t-b ~ ~ a-t-b ’ 

sulta dall’operazione precedente. Così pure si rifletta, che co- 
me nella divisione esatta il quoziente moltiplicato nel divisore 
è eguale al dividendo; così quando la divisione non succedo 
esattamente, il quoziente moltiplicato nel divisore insieme col 
residuo è eguale al dividendo . Nell’esempio precedente a — b è il 
quoziente, 2 bb il residuo, e quindi (a—b)(a-td>)-t- 2 .bbzzaa-t-bb. 

Prima d’inoltrarci piò innanzi fermiamoci un momento 
per osservare la connessione, che passa tra le principali opera- 
zioni dell’ Algebra , delle quali abbiamo adesso parlato. 11 pro- 
blema piò semplice, che si possa proporre sulle quantità è il 
seguente : date due quantità a e b trovarne un’altra c che equi- 
valga all’altre due prese insieme. La somma c’insegnerà a tro- 
vare questa quantità c in modo che sia a-t-bzzc. Rimanendo 
sempre a-t-b— c supponghiamo adesso che siano date a e c, e 
cerchiamo b, o sia quella quantità che bisogna aggiungere ad a , 



\ 



li* 



n " . 

1 j ' ' ^ 
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perché essa divenga eguale a c. Troveremo questa quantità b 
sottraendo a da c, in modo che sia — a, perchè se aggiun- 

giamo a da una parte e dall' altra avremo b-t-a=c — a-t-a cioè 
come doveva essere. Ecco adunque l’ origine della sottra- 
zione, la quale viene a bisogno quando s’inverte il problema 
che ha dato luogo alla somma . 

Se si dovranno sommare più quantità eguali tra loro , la 
somma riescirà una operazione assai lunga , se il numero delle 
quantità eguali sarà molto grande, e non potrà eseguirsi se que- 
sto numero sarà indeterminato, come se si dovesse sommare un 
numero b di quantità eguali ad a. Ciò ha dato origine ad un 
altra operazione, cioè alla moltiplicazione, la quale c'insegna a 
trovare una quantità c che sia eguale ad un numero b di quan- 
tità eguali ad a . Si trova per mezzo di essa czzab : ina se vorre- 
mo adesso che siano conosciute ceda, e cercheremo la quanti- 
tà b che moltiplicata per a -ci dia il prodotto c, troveremo que. 



sta quantità b dividendo c per a , in modo che sarà l — — , jier- 
chè se moltiplichiamo da una parte e dall’altra per a , otterre- 
mo ab=^, ciò èzzc, come avevamo supposto. La divisione per- 
tanto ha la sua orìgine, allorché s’inverte quel problema , che 
ha dato luogo alla moltiplicazione. Appena adunque si vuol co- 
minciare a calcolare le quantità, si rendono subito necessarie le 
quattro principali operazioni, cosi dette, perchè da esse nasco- 
no tutte le diverse forme che posson prendere le quantità come 
vedremo in appresso , 

CAPITOLO III. 






Delle Frazioni. 



t°. 

\/uando la divisione non si può fare esattamente, essa si ac- 
cenna , e le quantità che ne nascono si chiamano frazioni. Così 
aa-t-bb aa—cc a 

- > à ó+bb ' ~b' 6 411116 16 altre q uan t'tà. nelle quali la 
divisione non si può attualmente eseguire, sono frazioni, ed 
esprimono la divisione del numeratore cioè della quantità sujie- 
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riore perii denominatore o per la quantità inferiore. Quelle 
medesime operazioni si fanno sulle frazioni , che sull’ altre quan- 
tità, cioè la somma , la sottrazione, la moltiplicazione, e la di- 
visione. Ma prima di trattar di queste, è necessario osservare 
alcune proprietà delle frazioni . 



Se i termini di una frazione qualunq 




moltiplicano 



ambedue per la medesima quantità c, la fraziono che ne na- 
sce, conserverà il medesimo valore j-, che aveva prima. Poi- 
ché se il solo numeratore si moltiplicasse per c, la frazione -2- 

cioè il quoziente di a divisa per b risulterebbe c volte mag- 
giore, ma come si moltiplica per c anche il denominatore, il 
quoziente si ridurrà c volte minore, cioè rimarrà il medesimo 

di prima. Per render più sensibile che le due frazioni — ed 

sono eguali, si moltiplichi la seconda per bc. e ne verrà ac, per- 
chè la moltiplicazione per bc distrugge la divisione per bc. ora 
si moltiplichi anche la prima per bc, o sia prima per b e poi 
per c, e ne risulterà ac come sopra. Essendo dunque eguali i 
prodotti delle due frazioni per la medesima bc , anche le due 
frazioni devono essere eguali. Allorché i termini di una frazio- 
ne hanno qualche fattore comune, torna conto di toglier me- 
diante la divisione questo fattore, perchè la frazione divenga 
più semplice. Questa operazione si chiama riduzione delle fra- 
zioni ai minimi termini . Così , siccome i due termini della fra- 
zione — — — sono divisibili per a-\-b , convien fare la divisione, 
ab-*-bb 1 



dalla quale si ottiene la frazione che ha il medesimo valore 

di prima, ma espresso più semplicemente. Ma per ottenere la 
forma la più semplice, che possa prendere una frazione, si deve 
cercare il massimo comun divisore del numeratore e del deno- 
minatore. Siano date adunque le due quantità A, B, delle 
quali si voglia il massimo comun divisore: si divida A per B, 
ed il residuo sia C ■ Ora se A e B hanno un divisore comune, 
avrà il medesimo divisore anche C; poiché (9) AzzBq-i-C chia- 
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mando q il quoziente della divisione di A per D, t se r è un di- 
sor comune di A e B, avremo — , e togliendo da una 

t r r 

j ii» n ^ A Bq C A Bq 

parte e dall altra — avremo ; ma ' e una 

r r r t r t r 

quantità intera, dunque dovrà essere una quantità intera anche 

C ■ 

— , o sia C divisibile per r. Se adesso si divide B per C, e il re- 
siduo si chiama D, di nuovo D avrà quel medesimo divisore 
che hanno B e C , o sia A e B. E cosi continuate le divisioni , 
tutti i residui avranno quel medesimo divisore che cerchiamo. 
Onde se qualche divisione succede esattamente, o sia se qual- 
che residuo diventa =ro, in tal caso l’ultima quantità che ha 
servito di divisore sarà il massimo comun divisore delle quanti- 
tà A e B . E se le quantità A e B non avranno alcun fattore 
comune, quell'ultimo divisore sarà l' unità . 

Acciò l’operazione più facilmente succeda, conviene os- 
servare, che niuna mutazione si produce nel comun divisore 
delle quantità A e B, se una di esse &i moltiplica o si divide 

} >er una quantità, che non sia un fattore dell’altra. Onde nel 
ar le divisioni si possono rigettare quei fattori che moltiplicano 
solamente il dividendo o il divisore; inoltre il dividendo si può 
moltiplicare pef qualunque quantità, purché questa non sia un > 
fattore del divisore . 

Esempio I. 

Si debba cercare il massimo comun divisore dei numeri 
36 o, e 64. Si facciala divisione continuamente come segue 

64) 36 o (5 
3 ao . 

4 °) 64 (1 
4 o 

24) 40 (1 

24 : . _ 

16) 24 (1 

16 T 

8) 16 (a 
16 
o 
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e il divisore 8 che ci ha dato il residuo o, sarà il massimo co- 
mmi divisore dei numeri 36 o, e 64 • 

Esempio II. 

Si debba trovare il massiino comun divisore delle quantità 
004-06 , 064-66. Siccome la prima ha il fattore a che non si tro- 
va nella seconda, e la seconda il fattore b che non ha la prima, 
rigetto questi fattori, e le quantità date diventano 04-6 , a-y-b , 
le quali essendo le stesse, è chiaro che il massimo comun divi- 
sore cercato sarà a-y-b . 

Esempio III. 

Siano adesso proposte le quantità 3 aaa — fyiab — gabb — 18 bbb , 
5 aa — 1 8064-966 , delle quali si voglia il massimo comun diviso- 
re. La prima quantità adunque si deve divider per la seconda, 
ma poiché 3 aaa non si può dividere per 5 aa, moltiplichiamo la 
prima per 5 che non è fattore della seconda. Fatta questa moltipli- 
cazione la prima quantità diventa i 5 aaa — loaab—J^òabb — 90666 , 
la quale divisa per la seconda ci dà 3 a per quoziente, e 
34 aab — i2abb — 90 bbb, per residuo. Ora 5 aa — 18064-966 si deve 
dividere per ì\aab — 72066 — 90666, o sia ( tolto da questa il fatto- 
re 2 b che non è nella prima ) per 1 700 — 36 o 6— 4566 . Acciò la di- 
visione riesca, si moltiplichi la prima quantità per 17, il qual nu- 
mero non divide la seconda, ed avremo 85 aa — 3 o 6 «£-+-i 5366 , la 
quale di visa per 1 700 — 36 ab — 4 SM dà il quoziente 5 , ed il residuo 
— 126064-37866. Siccome nè — 6 nè 126 son fattori del prece- 
dente divisore, dividiamo questo residuo per — 1266, e divente- 
rà a — 36 . Dividiamo 1 700 — 36 a 6 — 4666 per a— 36 , e siccome la 
divisione si fà esattamente, il massimo comun divisore cercato 
sarà a — 36 . Ecco tutto il calcolo 

5 aa — 1806-1-966) i 5 ooa — 20006 — \^alb — 90666 ( 3 a 
17 i 5 aaa — 540064-27066 

a 6 ) 34006— 72066— 90666 
5 ) 85 ao — 3 o 6 o 6 -*-i 5366 ( 1700 — 36 o 6 — ófibb 

85 oo— 1 8006— aa 566 
— j 2 <>b) — 126064-37866 

o— 36 ) 1 700— 36 o 6 — 4566 ( 1 704-1 56 
17 aa — Sì ab 

iSab — 4 566 
1 5 o 6 — 4*66 
0 
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ii. 



a c 

Date le due frazioni — , — di diverso denominatore, se 
b d 

moltiplichiamo i termini della prima per d, e quei della secon- 
da per b , in modo che esse diventino , il loro valore ri- 

marrà il medesimo. Di qui si vede, come due frazioni salvo il 
loro valore si possono ridurre alla medesima denominazione . Si 
moltiplichino i termini di ciascuna pel denominatore dell’al- 
tra , e saranno cosi ridotte al medesimo denominatore. Seie 
frazioni saranno più di due, converrà moltiplicare i termini di 
ciascuna per tutti i denominatori delle altre. Così le tre frazio- 
ni 4- , 4- > ~r ridotte al medesimo denominatore diventeranno 

b a j 

adf hcf bde ~ 

Tdf ' Tììf ’ Tdj ’ vuesta operazione serve per paragonare tra lo- 

to le diverse frazioni: ridotte che siano alla medesima denomi- 
nazione, quella sarà maggiore, che avrà un maggior numera- 
tore. * 

is. 



Per passare adesso alle principali operazioni delle frazioni 
si osservi , che per la natura della divisione la quantità 

equivale alle due quantità — , e — prese insieme . Quindi la 

aomma di due frazioni di egual denominatore è una frazione 
che ha per numeratore la somma de’due numeratori, e il me- 
desimo denominatore delle frazioni date. Similmente essendo 

- eguale alle due quantità — , e — , si farà la sottrazione 

C C fi 

delle frazioni di egual denominatore dividendo la differenza dei 
numeratori pel cornun denominatore. In conferma che le due 

quantità — — , ed sono eguali, si rifletta che moltipli- 

cando ciascuna di esge per c ottenghisvno il medesimo prodotto 
a-±b . 

Se le frazioni saranno di diverso denominatore, prima di 
Tom. I. 3 
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far la gomma o la sottrazione converrà ridurle al medesimo de- 
nominatore . Le due frazioni , ~ , ridotte ad egual denomi- 
natore diventano rr , rr , e perciò la loro somma j. 

od od. * id ’ 

differenza = — — — . Se si dovrà prender la somma o la diffe- 
renza tra una quantità intera c ed una frazione ^ , la quantità 

intera si scriverà a guisa di frazione così — , e riducendtda al de* 
• , bc 

nominatore b diventerà e perciò la somma si esprimerà seri* 

vendo c-4--^- , oppure la differenza sarà c~-~, o sia * 

■i3. 

Segue ancora dalla natura della divisione, che se una 
quantità a è moltiplicata prima per c , ed il prodotto diviso poi 
per b, noi otterremo il medesimo resultato, se divideremo pri- 
ma a jier b, e poi moltiplicheremo il quoziente per c. -Quindi 

^ indica tanto a moltiplicata per c e divisa poi per b , quanto 
a divisa prima per b e poi moltiplicata per c, cioè la frazione 
— moltiplicata per c. Se dunque la frazione dovrà moltipli- 
carsi per c, il prodotto sarà y , moltiplicato cioè il numerato- 
re per c. E chiaro similmente, che àvremo il medesimo resul- 
tato, se divideremo a subito per he, o se la divideremo prima 

per b , e poi per c, cioè se divideremo la frazione per c. Ne 
segue che la frazione y si divide per c scrivendo ~ , cioè mol- 
tiplicando il denominatore pere. Onde seia frazione ~ si do- 
vrà insieme moltiplicare per c e dividere per d, o sia se si do- 
vrà moltiplicare per la frazione , il prodotto sarà ^ , ove so* 



4 



Digitized by Google 



D’ ALGEBRA P. I. 19 

no tra loro moltiplicati i numeratori , ed i denominatori . Si ri- 
feva ancora che le due quantità ed -jX-j 8°"° eguali dall’ 

osservare, che la prima moltiplicata per bd ci dà il prodotto ac, 
e la seconda moltiplicata per bd, o sia prima per b e poi per d, 
che è lo stesso, ci dà il medesimo prodotto oc . 

Se la frazione y si dovrà dividere per la frazione - jj, si ro- 

vescerà la frazione —? in modo che divenga —, e poi latta la 
a L 

moltiplicazione con la prima, il prodotto sarà il quoziente 
cercato. Ciò è evidente, se si riflette che moltiplicato questo 
quoziente ^ per ritorna la medesima quantità y, come pri. 
ma della divisione . 

CAPITOLO IV. 

Delle Potenze . 



i4- 

Abbiamo velluto che a moltiplicata per a dà per prodotto aa ; 
aa moltiplicata per a dà per prodotto aaa, e cosi in influito. 
Queste quantità a, aa, aaa, aaaa , e c. si chiaman o potenze o 
potestà della quantità a, in modo che la prima potenza di a è a, 
la seconda aa, la terza ad«, ec. , e la potenza si dice più alta 

S uando è espressa per un maggior numero, e tale dicesi essere 
suo grado, quale è il numero che la esprime. Sarebbe un 
grande incomodo l’esprimere una potenza molto alta nel modo 
che abbiamo usato finora , unendo cioè tante lettere, quante 
son necessarie per denotare quella potenza . Perciò gli Analisti 
hanno imaginata una espressione delle potenze molto più breve, 
ed hanno stabilito che per denotare una potenza qualunque di 
a si scrivesse solamente a con quel numero sovrapposto, che 
rappresenta il grado della potenza . Così la seconda potenza o 
il quadrato aa si scrive a a , la terza o sia il cubo aaa si scrive 
a*, la quarta potenza o il quadrato — quadrato a 4 , la quinta a‘, 
1* sesta a‘, e così in seguito. I numeri posti sopra le lettere si 
chiamano esponenti , e denotano il grado della potenza. 
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La somma e la sottrazione delle potenze non hanno alcuna 
difficoltà, e si fanno nella medesima maniera che per le altre 
quantità, ma per la moltiplicazione e la divisione vi sono alcu- 
ne regole che facilitano queste operazioni . Si debbano moltipli- 
care tra di loro le potenze a s , a* ; io dico che il prodotto sarà 
a', ove l’esponente 7 è la somma degli esponenti 3 e 4: poiché 
a'—aaa, a*=aaaa, e perciò a J X«*=«oaaaaa=a ! . General- 
mente per avere il prodotto di a " 1 per a 1 bisognerà scrivere a 
prima m volte, poi n volte, cioè in tutto m+n volte, che equi- 
vale ad Pertanto due potenze della medesima quantità 

' moltiplicate insieme danno un prodotto eguale ad una potenza, 
l’esponente della quale è la somma degli esponenti delle poten- 
ze date . Così 

(a-t-b) m . (a~* 4 ) n =z(a*-b) m ~*~ n , ( a — b-t-c) m . (a — b-*-c) n 



={ a — b-t-c) 



rn-t-rt 



16. 



Una potenza divisa per un’altra dà per quoziente una po- 
tenza , che ha per esponente la differenza degli esponenti dati . 

5—3 

Così a 6 divisa per o 5 dà per quoziente a ra 1 , perchè 

m 



a * aaaaa . d 77i——n 

— — — - — zzaazza* , e in generale zza , come 

a s aaa ° n * 

a 

(a+b) n 



pure 



m — n 

:(a-+-&) , Merita particolare attenzione il caso, in 

• -/ * 

cui una potenza si divide per una più alta di lei: si debba 

per esempio dividere a 5 per a * , e per la regola precedente il 

quoziente sarà a? ^ — a 1 ; così pure 

a a 2—4 —a a a 2—5 —3 

— ~a zza » — zza rzjg , ec. Ma qual e il valore di 
a' a 4 1 

queste potenze coll’esponente negativò? Si osservi in primo 
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ai 



luogo che una potenza coll’esponente zero cioè a e è sempre 
eguale all'unità, qualunque sia il valore di a, poiché 

a a ~a'~ l — ma ^ è sempre =ri ; dunque a°=i. Adesso si 

flO j 

divida a° per a; sarà — rr— =a 0— 1 —a ~' , così pure 

— — — — zza~ a , — =a° — * =a — J , e generalmente 

a a a a a* a* 

I q - n * ni 

— zz— zza zza , cioè una potenza coll esponente nega- 

tivo equivalerli’ unità divisa per la medesima pot^S^coll’espo* 
neute positivo. 

*7* 



Ci si presenta adesso un nuovo problema, in cui si cerca 
ciò che far si debba per inalzare una quantità ad una data po- 
tenza. Primieramente se alla potenza m dovremo elevare la 

quantità semplice a , è chiaro che ciò otterremo- scrivendo a m . 
Similmente il prodotto di più lettere abc elevato alla potenza 

m sarà a n b m c ni . Ma se una potenza qualunque, come a 5 , si 
dovrà inalzare ad un’altra potenza per esempio alla quarta, io 

dico che ciò si farà scrivendo a'^4 —a 12, . Poiché a*~aaa, ed 
aaa elevata alla quarta potenza diventa a* . a* . a * , o facendo le 

moltiplicazioni —^,3X4 — Siccome il medesimo 

discorso ha luogo per qualunque altra potenza, è chiaro in ge- 
nerale che a m inalzata alla potenza n è eguale ad a mn , cioè ad 
una potenza , che ha per es|>onente il prodotto degli esponenti 
m ed ». Ne segue, che la quantità a i b a c* inalzata alla quinta 



potenza è a' >b ,0 c ao , e generalmente a. m .b n .cf elevata al- 
la potenza r è b nr . c ^ r '. Così pure il binomio a-*-b inal- 

zato alla potenza m è —(a-+b) m , e di nuovo elevato alla po- 
tenza » diventa (a-+-b) mn . 

a a /> a a 1 a a 1 a 1 a a* , , . 

Siccome jXj= Vì , yrX T =£7, i7><7=J7’ ec ” echia - 
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io che avremo le potenze di una frazione, se a quelle inalzere- 
mo tanto il numeratore, quanto il denominatore di essa, cioè 



rn ^ 

sarà in generale (-^-j = - 



18. 



Abbiamo veduto, che le potestà nascono dalla moltiplica- 
zione di una quantità in se stessa tante volte, quaute n’esprime 
l’esponente diminuito dell’unità. Quindi avremo le potenze del 
binomio o-t-6, se lo moltiplicheremo più volte in.se stesso. Sa- 
rà dunque là seconda potestà del binomio a-*-b , cioè ’ 
{a-t-b) 2 —(a-*- 6 )(a-*-b)zza 2 -t- 2 ab-+-b 2 , la terza cioè («-+-/>)> 
^:(a-^-b) 2 (a-*-b)—(a' 2 -^~2alf-*-b 2 )(a-^-bjzza > -t-3a 1 b-t~3ab 2 -^-b , , ec. 
JMa se il binomio a-\-b si dovesse inalzare ad una potenza molto 
alta, sarebbe lunga cosa ed intrigata l’eseguire tante moltipli- 
cazioni. Quindi, siccome spesso occorre di dovere elevare il bi- 
nomio ad una data potenza, hanno procurato gli Analisti di tro- 
vare un metodo , per cui questo inalzamento ottener si potesse 
senza l’incomodo di tante moltiplicazioni. Questo metodo ci 
sarà facile di rinvenire, se attentamente osserveremo l’ordine 
che regna ne’ diversi termini delle potestà del binomio, le qua- 
li sono espresse nella Tavola seguente. 

Tavola delle potenze del binomio. 

a •+■ b 

+ b 3 

a , -t-3a 3 b-+- 3 ab 3 b l 

a * -+-4 <j * 6 a 2 b 2 -*- 4 ab' b* 

a i -*-3a , b-*-ica , b 2 -*-iva 2 b , -t- 3ab* -+- b * 
a t -+-6a s £-v-i5a , à J -4-2oa , A 1 -*-i5a a £*-t- 6 ab* b * 

a 1 1 a * 4-*-a i a 1 b * -+-3 5 a 4 b * -+-3 5 a 5 b * -*-a i a 2 b 5 -*-7 ab ‘ -t-b * 

ec. 

la qual Tavola si forma con la continua moltiplicazione di a-t-b 
in se stesso . \ 

Si vede da questa Tavola , che in qualunque potestà del 
binomio il primo termine contiene a inalzata alla potenza cor- 
rispondente ; così nella quinta potenza il primo sermine è «* , 
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nella sesta a* , ec. Nel secondo termine vi è a inalzata alla data 
* potenza diminuita di un’unità, e moltiplicata per A; nel terzo 
a inalzata ad una potenza minore di due unità della data, e 
moltiplicata per A». E cosi in seguito li esponenti di a vanno 
continuamente diminuendo di una unità, e quelli di A crescen- 
do di una unità, in modo che la somma degli esponenti di a e 
di b in ciascun termine sia eguale all’esponente della potestà 
data, finché finalmente nell’ultimo termine svanisca l’esponen- 
te di a, e quello di b divenga eguale al grado della potestà. Di 
qui nasce un metodo facilissimo per trovare tutti i termini del- 
le potestà del binomio. Si scrivano le potenze di a decrescenti 
di una unità, in modo che la massima sia eguale alla potenza 
data del binomio, e la minima =o. Sotto a queste si scrivano 
le potenze di b, ma in ordine inverso, talmentechè la massima 
potenza di a corrisponda alla minima di A, e viceversa. Si mol- 
tiplichi ciascuna quantità superiore per l’ inferiore corrispon- 
dente, e si avranno i termini della potestà cercata. Per esempio 
si debba cercare la sesta potestà del binomio a-t-A: si scrivano le 
potenze di a e di A come segue 

a* , a 4 , a 4 , a* , a a , a* , a® 

A° , A 1 , A», b' , A 4 , A 4 , A 4 

e moltiplicando ciascun termine superiore per l’inferiore avre- 
mo, a motivo di a c :=A c =i , 

a 4 , a 4 A, a 4 A a , a* A* , a a A 4 , aA 4 , A* 
i quali sono i termini della sesta potestà, come può riscontrar- 
si nella Tavola. Si debbano adesso trovare i termini della deci- 
ma potenza del medesimo binomio: si scrivano le potenze di a 
e di A come qui sotto 

a' a* , a* , a 7 , a 4 , a 4 , a 4 , a* , a a , a , i 

r , A , A a , A* , A 4 , A 4 , A 4 , A’ , A* , A’ , A' » 

e moltiplicandole tra loro avremo i termini cercati 
a 10 ,a’A, a , A a ,a , A s ,a 4 A 4 ,a 4 A 4 ,a 4 A*,a > A , ,a a A , ,aA , ,A ,c . 



Generalmente se vorremo inalzare il binomio a-+-A ad uua 
poteoza qualunque m, otterremo i termini di questa potenza 
scrivendo le potestà di a e di A come segue 



m m — i 
a , a 



m — a m — 3 m — 4- ra— 5 

a , a , a “ a , 



ec. 

t > ò , A a , A* , A* , A 4 , ec. 
le quali si devono continuare finché l’esponente di a svanisca, 
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ó ciò che è Io stesso, finché l’esponente di b divenga rr m, poi 
moltiplicando ciascuna potenza superiore per l’ inferiore corri- 
spondente avremo 

m m — i , m — 2 . , m— 3,. m — 4,. 

a ,a b, a A a , a b\a *b*,ec. 

e saranno questi i termini cercati del binomio a-*-b inalzato alla 
potenza m . 

Ciascun termine delle potestà del binomio ha però avanti 
di se alcuni coefficienti numerici, per conoscere l’andamento 
de’quali è necessario porre la Tavola precedente sotto un’altra 
forma. Ma prima si osservi, che dopo il massimo coefficiente 
ritornano gli stessi coefficienti precedenti, ma con ordine inver- 
so. Si renderà evidente che ciò dev’ esser così, se si rifletta , 
che se avessimo preso il binomio b-t-a invece di a-t-b , avremmo 
ottenute le medesime potenze scritte con ordine inverso, in 
modo che l’ultimo termine diventerebbe il primo, il penultimo 
diventerebbe il secondo, ec. Ora i coefficienti di una potenza di 
b-*-a souo li stessi che quei di una eguale potenza di a-*-b, per- 
chè questa si cangia in quella, sol che si muti a in b e b in a . 
Dunque in qualunque potenza del binomio a-+-& l’ultimo ter- 
mine ha il medesimo coefficiente che il primo, il penultimo 
l'istesso ciré il secondo, e così in seguito. Questa osservazione 
ci toglie la metà della fatica; poiché basta giungere nelle pote- 
stà pari fino al coefficiente medio , e nelle dispari fino al primo 
de’due medj , gli altri essendo i coefficienti già ritrovati presi 
inversamente . 

Tavola II. delle potestà del binomio a-+b . 



a , t 

a J -4- 2 ai n b* 



a l -*-$a*b 



-4a 1 b 



_JL L±ab*. 


. 3a -' . 




» 

4-3 a . A . , 


' a . 3 

4 . 3 . a . 
n a b ' 1 


4 ■ 3 . 2 . T 




j. . 6 


H a . 3 . 4 




5 . 4.3 


5 4 • 3 . a 


a 


a . 3 


h a . 3 . 4 ' 




ec. 





a.3. 4-5 



- S 
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Di qui apparisce, che in qualunque potestà il coefficiente 
del secondo termine è eguale all’ esponente della potenza; il 
coefficiente del terzo è eguale all’esponente della potenza molti- 
plicato nel medesimo esponente diminuito di una unità e divi- 
so per a; il coefficiente del quarto è eguale a quello del terzo 
moltiplicato nell’esponente diminuito di due e diviso per 3, e 
gli altri coefficienti seguitano la medesima legge, cioè dipendo- 
no uno dall’altro nel medesimo ordine. Quindi senza l’incomo- 
do delle moltiplicazioni si potranno facilmente determinare, tan- 
to i termini, che i coefficienti di qualunque potenza del binomio 
a-*-b . Si debba per esempio ricercare la sesta potenza, e chia- 
mando A,B,C,D,E,Fi coefficienti dei termini in modo che 
sia b-t-l}a*b 2 -*-Ca‘ b > -t-Da ì b i -*-j£ab' , -+-Fb* , a- 

vremo per le cose precedenti 
A — 6 



b— a ' 5 = 



6. 5 



=i5 




F~^—~ 






b b 

Onde sarà (a-*-l)'—a' , -*-6a l ’b-f-i5a*b ì -T-i.ca , b , -*-i5a 2 b t -t-6ab > -i-l* 
Si può anche da ciò dedurre quello che far convenga per 
avere una qualunque potestà indeterminata m del binomio 
a-\-b . Supponghiamo che A , B , C , D , E , ec. siano i coeffi- 
cienti di questa potestà, e troveremo cou la regola precedente 
A=jn 

jj A{m — r ) m(m — r ) 

a a 

P B(m — a) m\m — i )(m — a) 

3 ~ IT 

1 ti Cirri — 3) mlm — i |(m — a)(m — 3) 

~ 4 ~ ^T74 

p Djm — 4 ) m(m — i )(m — a)(m — 3)(m — 4 ) 

~ '** ~ - 3 . 4.5 



Tom. I. 



ec. 



* 



Digitized by Google 



ao 



ELEMENTI 



ove manifesta si rende la legge che osservano questi coefficien- 
ti, i quali perciò si possono continuare quanto piace. Siccome 
adunque abbiamo supposto 

(a^b) m zza m -^Aa m ~ 1 b+Ba m ~*b‘+Ca m -h • +Da m ~*b * +« . 

avremo sostituendo i valori delle lettere A, B, C, ec. 

, ,.m m m — i , ”»(m — i) rn — a,, 

(a-t-b) zza h -ma oh a 6* 

m(m— i)(m — a) rn — 3. . 

H — -a b • 

2 . 3 

m{m — i)(m — a)(m — 3) m—A 
h- rz — a ^6‘H-ec. 

a . 3 . 4 

in modo che il coefficiente di a m r i> sarà 
m(m — i )(/ // — a) .... (m — r-t-i) 
a . 3 . 4 r 

Questa elegantissima espressione si chiama la forinola New- 
toniana àt\ binomio, perchè Newton n’ é l’inventore. La di- 
mostrazione, che ne abbiamo data, è appoggiata all’ induzione, 
e perciò non è abbastanza esatta e rigorosa. Poiché, per quanto 
si prolunghi la Tavola II, non potremo mai esser del tutto cer- 
ti, che la medesima regola si osservi nelle susseguenti potenze, 
che non sono comprese nella Tavola. Ma una maggiore accura- 
tezza ottener potremo mediante il discorso seguente. 

Supponghiamo , che la Tavola 11 sia stata verificata fino ad 
una data potenza dell’ esponente n, cioè che ci siamo assicurati 



essere 

. ,,n n n—t, n{n— i) n—a n[n— i)'n— a) n— 3, 

(a-t-b) zza -*-na oh a » a h a o 

' ' a a . a 

io dico che la medesima regola avrà luogo anche per la potenza 
seguente, cioè sarà 

, ,,«h- I /IH- 1 , , n, (oh-i)/i n— 1,„ (ziH-i)//(n — i) n— a M „ 

{o-*-b) zza H-(/iH-i)a Oh — '—a o a H — a • 0*H-ec. 



Infatti se moltiplichiamo il valore di (a-*-b) n per a-t-b , otterre- 
mo la potenza (a-+-b) n ~*~ i , la quale sarà 

/ ,,n+i /iH-i n, n(o — •) n — i, n(n — i)(/j — a) n — a,, 

(«h-o) zza -t-na in — -a b 3 -t~- a b‘-t-ec. 



n i 

a Oh- 



n— r. 
na 0*. 



ni// — i) n— a., 
a o’- 



/ 
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„ n(n — i) /n — j \ (/7-+-r)n 

Ora — -*-«=«[ 4-1 ì = , 

a \ a / a 



n[n — t)(n — a) n(n — 1 )_ 


_n(n—i)(n—ì . 


| — («-*-r)n(«— 1 ) 


a . 3 T a a V 3 

talmente n(«- , ){«-»). ■ • 

».3 r 

n(n — 1 ) . . . (« — r-4-a)/« — r- 4-1 ^ 


) 

) t «(> 


1 2.3 * c £ cnc 

1 — 1 ) . . . ( n — r-f-a) 
a . 3 . . . (r— 1 ) 

4-i)n(n — 1 ) • . . (/?— -r-4-a) 


~ a . 3 . . . (r— 1 ) \ 


ir 




a . 3 r 



Quindi, sostituendo questi valori, avremo 

/ n— t-i , «i (n-t-i)« _n— i t , . „ 

(a-t-o) zza -t-(«-4- 1 ) a b - 1 — a b»- 4-ec. 

lo che doveva provarsi. Pertanto, se la formula Newtoniana si 
verifica in una data potenza, essa avrà luogo anche nella poten- 
za seguente. E siccome è certamente vera nelle prime potenze, 
lo sarà egualmente in tutte le altre. :1 



19. 



L’uso di quegta formula non è però ristretto alle sole po- 
tenze del binomio , ma si estende alle potenze di qualunque po- 
linomio. Si abbia in primo luogo il trinomio a-4-A-4-c, il quale 
debba iu&lzarsi alla potenza m ; si ponga a-*-bzzp , e sarà 

— p -¥-mp c- 4- -p c a 

m(m — 1 )(m — a) m — 3 , 

h p c*-+-ec. 

a . 3 r 

Ma siccome pzza-^b , avremo - 

m « . L .m m m — j. mlm — 1) m — 2, 

p =(a-4-à) zza -t-ma 6-4 — ~ — 'a A»-+-ec. 

jn—i m— 1 . ,\jn—a L (ra— i)(m— a) m— 3,„ 

p — a -*-(/«— i)a b-t a 4-ec. 

m — a m — a , - m — 3, 

p "zza -4-(«i — 2)a Z>-4- ec. 



ni 3 m — 3 , -, m 1 . 

p zza -4 -\m — 3)a ^b- i-ec. 

ec. 

Sostituendo questi valori nella espressione precedente avremo 
(p-+c) m , cioè (a-*-b \- c ) m espresso dalla formula 
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m m — i, rn(m — i) w— 2 . mlm— r)(m— a) m—3. 

a -t-rna b-t 'a b 2 -t — ! L a 

a a . 3 

( rn — i , s m — 2, (m — i)(m — a) ni 3, \ 

a -t-(m—i)a b-t ^ '-a b 2 -t-e c.) 

m(m — r) / ot— 2 , . m — 3 , \ 

h — ■c i (a -t-(m— 2)a b- t-ec. I 

m(m — 1 )(m — a) , / ot — 3 , ». ir — A. \ 

-t : -h(m—3)a %-t- ec. J 



-t-ec. 

ove si deve continuare qualunque linea tanto orizzontalmente 
quanto verticalmente, tinche il coefficiente di qualche termine 
diventi zero. Sia per dare un esempio mzz.'i, o sia si cerchi la 
terza potenza del binomio a-t-b-t-c . Avremo (a-t-b-t-c) 2 
—a ! -t-3 a 2 b-t-‘iab 2 -t-b * -t-'6c(a 2 -t -2 ab-t-b 2 )-i-3c 2 (a-t-b)-t-c * 

= 0 > -t-3 a 2 b-t-òab 2 -t-b 1 -t-3 a 2 c-t-babc-t-3b 2 c-t-3ac 2 -t-3 bc 2 -t-c * . 

Coll’istesso metodo si potrà elevare a qualunque potenza 
il quadrinomio a-t-b-t-c-t-d . Facciamo a-t-b-t-czzq , ed avremo 

(a-t-b-t-c-t-d) m cioè 

, ,.m m m — 1 , m[m — 1 ) m — 2 

(q-t-d) —q -t -mq d-t -q d 3 -t-ec. 

' Ora essendo $=ra-t-è-t-c , se sostituiremo in questa formula i- 

valori di q n , q m 1 ec. trovati di sopra , avremo la richiesta 



potenza (a-t-b-t-c-t-d)" 1 . In simil guisa condurremo il calcolo 
per elevare ad una data potenza un polinomio qualunque, ri- 
ducendolo sempre ad un polinomio inferiore , il quale cioè con- 
tenga un minor numero di termini. 



20 . 

Abbiamo inalzato il binomio a- 1 -!> alla potenza m ; ma co- 
me potrà ciò eseguirsi, quando il secondo termine di esso sarà 
negativo, cioè quando il binomio sarà a — b ? Noi potremmo in- 
vero risolvere questo problema col medesimo metodo, col qua- 
le abbiamo trovate le potenze di a-t-b\ ma sarà più breve il de- 
durre la formula della potenza (a— b) m dalla precedente. A ciò 
fare convien rammentarsi, che due quantità negative moltipli- 
cate tra loro danno un prodotto positivo: quindi siccome la se- 
conda potestà di — b si trova moltiplicando quella quantità — b 
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in se stessa, sarà questa seconda potestà =i a , l’istessa appiuito 
che si ha nel caso di b positiva. Ma la terza potenza nasce dal 
moltiplicare la seconda b * per —b , onde riesce negativa, ed 

= b * . Nella stessa guisa sarà ( — b)*zzb* ,(—b) i zz — b k ,( — 

ec. dal che apparisce che delle potestà della quantità negativa 
b la prima , la terza , la quinta , e le altre disjpari son tutte ne- 
gative, la seconda, la quarta, la sesta e tutte le pari son positi- 
ve. Quindi allorché b si cangia in — b , le potestà pari non sd- 
irono alcuna mutazione, ma le dispari divengono negative. 

Ciò premesso, sarà facile adesso l’esprimere la potenza 



( a-*-b) m . Poiché essendo 

, , ,m m m — I , — r)„m — a, 

(a-+-b) zza -t -ma oh — — a o* 



m(m — i ){m — a) ^m— -3^ , 



a . à 



H-ec. 



e mutandosi ( a-y~b) m in (a — b) m , quando b si cangia in — b, 

troveremo il cercato valore di (a — b) m , se nella formula prece- 
dente scriveremo — b in luogo di b . Ma siccome mediante que- 
sta mutazione le potenze dispari di b diventano negative, rima- 
nendo le stesse le potestà pari, il primo termine, il terzo, e gli 
altri dispa-ri rimarranno li stessi, il secondo, il quarto, e gli 
altri pari diventeranno negativi. Sarà dunque 



, , ,nt m m — 1 , m\m—t) m— 2, , 

(a — b) zza —ma oh — ^ — a 0 » 

mini — i)(m — 2 ) rn — 3,, 
-a 0 J H-ec. 



Le due formule trovate per le potestà de’binpmj a-y-b , ed 

a— b si possono riunire in una sola come segue; 

/ m — 1 / m ( m — 1 m — 2,. 

. (aztzb) zza zinna Oh- a 0* 



_^m(m — i)(m — 2) m — 3 ,. 

ztz à. a o J H-ec. 

a . i 

ove il segno ambiguo zt: si deve intendere in modo, che il segno 
superiore abbia luogo quando b è positiva, l’inferiore quando b 
è negativa. 



A 



Digitized by Google 



3o 



ELEMENTI 



CAPITOLO V. 

Dei Radicali . 



Quella quantità, che moltiplicata più volte in se stessa pro- 
duce una potenza, si chiama la di lei radice, e riceve il suo no* 
me o il suo esponente dal numero delle volte accresciuto dell’u- 
nità, nelle quali è moltiplicata in se stessa per produrre la po- 
tenza. Cosi se è moltiplicata una sola volta in se stessa, si 
chiama radice seconda o quadrata , se due volte radice terza o 
cubica, se tre volte, radice quarta, o quadrato-quadrata, se 
quattro volte, radice quinta, e così in seguito. E dunque a la 
radice quadrata di a* , la cubica di a 1 , la quarta di a 4 , la quin* 
ta di a* , ec. e così pure a a è la radice quadrata di a 4 , la terza 
di a 4 , la quarta di a*, ec. Viceversa , della medesima potenza 
a 1 2 la radice quadrata è a 4 , la cubica a‘ , la quarta a ‘ , la se- 
sta a 3 , la duodecima 0 . Generalmente di qualunque potestà 
m m m 



1 la radice quadrata è o a , la cubica a ^ , la quarta e in ge- 



nerale la radice dell’esponente n è a n . Si avrà perciò qualun- 
que radice di una data potestà, se l’esponente della potestà si 
dividerà per l’esponente della radice. 

Di qui apparisce , che avremo la vera radice di una pote- 
stà , ogniqualvolta il di lei esponente sarà divisibile per l’espo- 

m 

nente della radice, poiché in tal caso a n sarà una potenza rii 
a . Ma se m non si può dividere per n , allora non si potrà otte- 
ner la radice; così la radice quadrata di a 4 non può aversi, per- 
chè il 5 non si può dividere per a. Nè ciò deve far maraviglia, 
purché si rifletta che non vi è alcuna potenza di a, che molti- 
plicata in se stessa formi il prodotto a 4 . 

Ma quantunque queste radici siano inassegnabili , pure sic- 
come spesso s’incontrano, e sono di un grand’uso nell’Analisi , 
si considerano con tutta l’attenzione, e si dà ad esse il nome di 




f 
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radicali. I radicali adunque sodo quelle potestà che hanno per 
esponente un numero rotto, come a' 1 , a' , a } , ec. Ciò si deve 
intendere anche delle quantità complesse , come sarebbe (a+b)* 

che indica la radice quadrata di a+b, (3a-s-3£) ? , che indica la 
radice cubica di (’ba-t-ib)* , e le altre simili . 

Le quantità radicali si esprimono anche in un’altra manie- 
ra, ponendo cioè avanti ad esse il segno j/, che rappresenta la 
ra ice. E per denotare le diverse specie di radici, nel segno [/ 

« scrive l’esponente della radice in modo, che J^'^indica la ra- 
dice cubica, j/^la radice quarta , la radice quinta, e 

così m seguito; quando poi il segno \/ non ha alcun numero, 
s intende sempre che rappresenti la radicejuadmta . Sarà dun- 
que l/a=a*, \/(a-*-b)> =(«-*6)1 , bc% c i, 

y/ a*bc' —a*bc 1 b* tYzza^b* c* . La prima operazione da 

farsi su radicali, consiste nella loro riduzione alla più semplice 
espressione ; da questa perciò cominceremo . 



22. 



Essendo \/ ab -ab —a b=b[/ a , se qualche fatto- 
re della quantità posta sotto il segno radicale avrà per esponen- 
te 1 esponente medesimo delia rad ice, si potrà fare uscir fuori 
del segno. Così essendo bczz[/^ a > .òhe , questo radica- 

le si scriverà più semplicemente così; i^/ibc. Così ancora 



\/ / {a'b—a t c)—^/ / , a'ib-c)—*^/ \b-c), 

=^/ \*+bY{a+by-(a+i)^/ a +b)* 

=(o-a)(a-a) ? =(a-*6)(«-*à) { —(a-*-b)\/(a+b ) . 
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23 . 

Per paragonare tra loro i radicali di diversa denominazio- 
ne , convien ridurli al medesimo esponente. Dati i due radicali 

n / , . — — 

\/ a * 1/ » 81 possono anche esprimer cosi, a n , bi ; gli es- 

ponenti — , L ridotti al medesimo denominatore diventeranno 

V mq np 

’ e d > radicali proposti saranno o sia ’y/ , 

^ ^ , che adesso hanno il medesimo esponente. E siccome 

le trazioni ridotte al medesimo denominatore rimangono le stes- 
se, si manterrà l’istesso valore agli esponenti fratti di ciascun 
radicale, e perciò ai radicali medesimi, allorché son ridotti a 

comune denominatore . Dati pertanto i due radicali C/ a" 1 , 

| jf* i 1 quali debbano ridursi al medesimo esponente, si 

moltiplicheranno tra loro i due esponenti n,q, ed il prodotto 
nq sarà l’esponente comune ai due radicali, e l’esponente m 

della quantità a m sotto il segno del primo radicale si moltipli- 
cherà per l’esponente q del secondo radicale, e viceversa. 



24. 



Venghiamo adesso alle quattro principali operazioni su’ra- 
dicali, e siccome per riguardo alla somma ed alla sottrazione 
non vi è alcuna particolarità da notarsi, passiamo subito alla 
moltiplicazione. Si debbano moltiplicare tra loro i due radica- 
li dell’ istesso esponente p/ a, J/' £>; questi equivalgono ad 

a n , b n , le quali quantità moltiplicate ci danno il prodotto 
a"b"—{ab) n , e rimettendo il segno radicale y/ ab . Quindi 

si ha il prodotto de’ radicali del medesimo nome lasciando intat- 
to l’esponente, e moltiplicandole quantità poste sotto il segno. 
Per mostrare la moltiplicazione delle quantità radicali comples- 
se daremo i seguenti esempj . 



Digitized by Google 



D’ ALGEBRA P. I. 33 

Esempio I. 

’ìi debbano moltiplicare tra loro le quantità seguenti 

a -»q /a— | X(a-*-b) 
a a — \/a-*~Ó/ (o-4-A ) 
ao J -t- 2 «(/a — 2 a[/ (a-*-£) 

— a|/a — l/a»-4- \/a{a-*-b) 

-t-aa|/(a-*-6) ->-at/o(a-»-A)— a|/ (a-4-&) » 

2 a“-e- a|/a — [/a J -*-3\/a(a-*-b) — 2 [/ (a-*-ò) a 

■Questo è il prodotto cercato, il quale ridotti i radicali diventa 
aa a -t-al/o — a-4-3j/ a(o-t-é) — 20 — àé, o sia 
aa* — 3a — a-*-3|/'a(a-t-A) , 



Esempio II. 

Le quantità da moltiplicarsi siano a-wty/ a-t-J^/ & , 

4a — Sj/a-t-ap/é, le quali ridotti i radicali al medesimo espo- 
nente diventano a’-4-J^/à 4 , 4° — a *' + ' a |/ // ^ ¥* > 

-adesso si faccia la moltiplicazione come segue. 



a -e-a | 
4a —3 | 


1^/ a'+a | 


‘/* a 


4a J -t-8o 

— 3 a 


J 6 / a 1 -t-4 a p/i 1 

-4-aap/ 6 



— 6j^/^ ®* — 9> ^ a 
» *'b a -*-a l/i. 



a s -e6a|^/ !> a — 6|^/ a^’-t-ap/ i* 

o sia fa ì +àa\/a-+-()ay / / / ' b — óa-t-p/^ a J à a -t -2 j/e. 

La divisione de’ radicali del medesimo nome si fa come se 
le quantità non fossero sotto il segno radicale. Infatti, essendo 
Tom. I. 5 
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ì / *= ,: > *' ,remo %rr—,=4!ù=ì/i- 

V b b n 

Per la divisione de’radicali complessi si osservino i seguenti 
esempj . ° 

Esempio I. 



Si debba dividere la quantità aa*— ao-s-ial/oi— 18£ per 
a-^/a—\/b. ^ r 

«-+-{/a— ty/b)2a »— aa-t- 1 at/ai— 1 8i{aa— at/o-KÓi/à 
aa a 

— 2o{/ a — aa-t-bal/b- 4 -i 2 i/ab — i8i> 
—Zn\/a—%a ■+■ ty/„b 

óaj/'A-p- 6{/ ab — 18 b 
6 n\/b-¥- ($/ab — 18 b 



o 



Esempio li. 



La quantità 6a— a , b t — tap/i* debba dividersi per 
aj/o — 5» . 

*/*~$\/ b ) 6a — y / — 12 ( l\Za^'/h 

6 a — qj a > b* 

8 | / / / o*i»— laj// &• 

8|ya'i* — la-yy^b* 



Facilmente si comprende, come debba farsi la moltiplica* 
eione, e la divisione tra quei radicali, che si chiamano univer- 
sali, ne quali la quantità sotto il segno è un radicale comples- 
so. Si riducano prima questi radicali al medesimo esponente, 
poi tolto il segno universale, icioè quello che comprende tutta 
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la quantità, ai faccia la moltiplicazione o la divisione come so- 
pra, ed il prodotto o il quoziente ai riponga sotto il segno uni- 
versale . Ecco un esempio della moltiplicazione. Si debbano 

moltiplicar tra loro le quantità l/^ (a— aj/a-t-3 b) , 

| */ ( aa ^3j/a— b) . Tolto il aegno universale si faccia la 

moltiplicazione come segue. 

a — aj/o-t-3^/ b 

-Z[/a— Ky/ b 



a a 



ao 1 — kfi»/ b 

-+-3 a{/a — 6a-t- g^/^a’b* 

— fa^'/b -+- 8j/ // a , À a — ia \/ h ' 

2 a o— aì/a^-oa^y b— 60-^17 \/ a s b‘— ìa^Xi* 
ed il prodotto cercato sarà 

(ao* — oi/'a-i-aa| / ^ // ^ — 60-4-it^/a‘b* —12^/b*) . 

Siccome | ^/a=a" , sarà a?— a " , e restituito il se- 
gno ridicale y/ a? ; cioè per inalzare un radicale ad 

una data potenza , conviene a quella potenza elevare la quantità 
posta sotto il segno radicale . 

Ma per estrarre una data radice da un radicale bisognerà 
moltiplicare per l’esponente della radice data l’esponente del 

radicale . Infatti essendo y/ a—a n , e per estrarre la radice di 

una potestà dovendosi l’ esponente della potestà dividere per 

l’esponente della radice sarà y/ y/ a—^y a. Quindi sarà 

vv«=iX<* , \z\/, a y/y^/ v , \y\z //a =y //a ' 
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Alcune volte succede, che dalle quantità complesse si può 
esattamente estrarre la radice, in modo che svaniscono allora i 
segni radicali, e la quantità proposta prende una forma più 
semplice. Convien dunque mostrare il metodo da tenersi per 
estrarre queste radici, quando ciò è possibile . E per incomin- 
ciare dalla radice quadrata, siccome la quantità a*-t-zab- 4 -i a è 
un quadrato, di cui la radice è a-t-b , è chiaro che otterremo 
questa radice allorché ci è incognita, se estraendo la radice dal 
primo termine a 2 , la quale è a, pel doppio di essa o sia per a a 
divideremo il secondo termine a ab, poiché il quoziente sarà b , 
cioè l’altro termine della radice. Di qui apparisce quel metodo 
che cercavamo, il quale schiariremo negli esempj seguenti. 

Esempio I. 

Si debba estrarre la radice quadrata dalla quantità 
6oaA-+-36a a .-*-aóé a . Primieramente ordino questa quantità per 
a come segue 

36a i -f-6oaò-t-a54 a ( 6a-t-5b 
36 a 1 ia a 

ÒOo6-t-25À a 
36a a -4-óoaé-t-a 5à a 
o 

Poi prendo la radice quadrata 6a del primo termine 36«* , e la 
scrivo a parte; questa radice 6» inalzata al quadrato mi dà 36 a* 
che sottraggo dalla quantità proposta, ed ottengo il residuo 
6oai-i-afjà a . Adesso prendo il doppio lao della radice trovata, 
e per esso divido il primo termine 6o ab del residuo. Scrivo per 
radice il quoziente 5 b; poi inalzando al quadrato la radice tro- 
vata 6a-+*56 ottengo la quantità 36o a -*-6oai-s-a5é a , la quale 
sottratta dalla proposta siccome non mi liscia alcun residuo, 
l’operazione è terminata, e la radice cercata è óa-r-ji . 

Esempio li. 

Si voglia la radice quadrata della quantità 

4 « a — 1 2 ab-+- 1 6 ac-t-gb 3 — z^c-t-iòc® • 



« 
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4 a» — i aaA-+- 1 6ac-*-i)b 1 — 2^bc-*~ 1 6c 3 ( 

4 a 3 



— i iab- 4 - 1 òac-s-qA 3 —a 4 bc-+- i6c 3 
— iaaà -*-gb 3 



aa — 3 Zm-4 c 
4a — 3£ 
4a— 6i-t-4 c 



16 ac 
■ 6 ac 



— 24AC-+-16C 3 
— 24$c-+-i 6c a 



Estratta la radice aa dal primo termine 4^* » ne sottraggo il 
quadrato 4 a 3 dalla proposta quantità ed ho il residuo 
— iaa 6 -+-i 6 ac-+- 9 È a — z 4 Àc-*-) 6 c 3 . Prendo il doppio 4 « della rar 
dice trovata, e per questo dividendo il primo termine del resi- 
duo — 12 ab lio il quoziente — 3 b , che è il secondo termine della 
radice. Alzo al quadrato la radice finora trovata za — 3 b, e tol- 
go (aa — 3i ) 3 dalla quantità proposta, o pure 
(aa — 3^) ,fct 4 a 3 z=— 3A(4a — 3b) dal residuo, perchè fa 3 fu già sot- 
tratto, ed ottengo il secondo residuo lóac — n^bc-t-ibc 3 . Divido 
questo per 40 — 6 A doppio della radice trovata, ed il quoziente 
4c mi dà il terzo termine della radice. Di nuovo sottraggo la 
radice aa — 3£-*-4c elevata al quadrato dalla quantità proposta , 
o pure sottraggo (za — Ab- 4 -^c) 1 — ( 20 — ob) ì zz^c(<+a — 64h-4c) dall’ 
ultimo residuo, e siccome nulla rimane^ fa radice cercata sarà 
aa — 3i-*-4c . 

In egual maniera dalle cose precedenti si potrà ricavare il 
metodo da usarsi per estrarre qualunque codice. Poiché essendo 

n n — j, n'n — 1 | n — a, a , . 

a -t-na b-t——- — a b -*-cc. la potenza di esponente n 

della quantità a-t-b, se data la potenza questa radice fosse inco- 
gnita, si troverebbe prima estraendo la radice n.® ,in ’ 3 dal primo 

termine a n che sarà a, poi dividendo il secondo termine per 

na n 1 , cioè per la radice già trovata inalzata alla potenza n — r, 
e moltiplicata pern, perché il quoziente b sarebbe l’altro ter- 
mine della radice. 

a6. 



Ma lasciando queste cose da parte passiamo ad altre pifi 
utili. Da ciò che abbiamo veduto dcdla natura delle potestà è 
chiaro, che non tutte le quantità son potenze; onde spesso suc- 
cede che invano tentiamo di estrarre le radici, e siamo coudot- 
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ti a quantità radicali. Così non essendovi alcun numero o inte- 
to o fratto, che moltiplicato in se stesso dia un prodotto eguale * 
a ss, non si potrà estrarre la radice quadrata dal a, e non si sa- 
prà mai cosa sia in numeri la quantità (/'a. L’ istesso si deve 
intendere delle altre quantità radicali, le quali non si sa qual 
rapporto abbiano esattamente in numeri ad altre quantità co- 
gnite. Perciò esse si chiamano ancora incommensurabili , poiché 
non hanno una misura comune con altre quantità note . 

Ma siccome queste quantità radicali spesso s’incontrano 
nella soluzione de’ problemi, e da esse dipende il valore delle 
quantità che si cercano, perciò hanno procurato gli Analisti di 
ottenere il valor prossimo de’ radicali, giacché il vero ottener 
non potevano. Questa approssimazione è di un grand’uso, ed 
ha tanto maggior pregio, in quanto si accosta al vero valore co- 
me piò piace, in modo che l’errore che si commette riesce così 
piccolo, come si vuole. Per far ciò bisogna ridurne il dato radi- 
cale in serie , cioè in una formula composta d’infiniti termini, 
ì quali vadano sempre diminuendo. Ora siccome la serie conti- 
nuata all’ infinito dà il valore del radicale, quanti più termini 
prenderemo, tanto più ci accosteremo al vero valore, e quindi 
non vi è alcun limite all’approssimazione . Cerchiamo adunque 
come si svolgono in serie i radicali . 

Siccome i radicali si possonp^considerarc come potestà di 

esponente fratto, la quantità 1/ (a -+-£) m si può esprimere per 

m * 

(a-t-b) " , cioè pel binomio a-t-b inalzato alla potenza — . Ora 
poiché abbiamo trovato di sopra essere 

(a-t-b)^~a-t-pa^ 1 P~ % b * 

+P^J$=É a P-h* -t-ec. 
a . 3 

se facciamo , avremo 

4 n 

m m m — n m — an 

' n n,zn 

fi 

a .ss . in 
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la qual formula và all’infìnito , perchè — è una frazione . 



m — n m — a n 



Ma in questa serie ritroviamo le quantità a n , a n ,a " ., c . 
le quali sono radicali , onde pare a prima vista òhe pooo vantag- 
gio da questo metodo ricavarsi possa , poiché esso ci dà il ra- 

dicale espresso per altri radicali. Ma è facile il ve» 

dere che questi spariranno, se per a prenderemo una qualunque 

quantità elevata alla potenza ». Perchè posta a—c n sarà 

ni m — n m—un 

— *** — m—n ■ T7i——%7i ... 

=c ,a n zie ec. e sostituiti quetti v&- 

l'Ac n ^f=^ m +™c m - n b+?L m -?±c m -™b . 

V « n .in 

m{m—n)(m—in) m—ìn, . 

-t C £>*- 

n . an.àn 



a n z=£ ,a 
lori 



*-4-ec. 



Se adesso facciamo m=i , ed n— a, 3, 4» *c. avremo le se- 
rie seguenti per l’estrazione della radice quadrata , cubica, quar- 
ta ec. 



lX(c , + i >=c+~ 

| /[c^)=c^- 



T . I b» 

а . 4 c‘ 
i . ibi 

б . t>c* 
I . ih l 
4 .Be' 



i ■ r .'ih* 
a . 4 . 6c * 
i . a . 5 à » 
à . O.yc» 

1.3. 7 b» 

4.U.iat > i 



r . i . 3 . Sb * 
a . 4 . b . He * 
r .a. 5. M* 



0.0 9. la c‘ ■ 
i.3 . 7.1 ià* 

— —r. — ec. 

4 o.ia.ibc' 6 



ec. 

Quando dunque si vuole estrarre la radice ».«>“» da una data 
quantità, conviene questa quantità dividere in due parti, una 
delle quali sia una potenza dell’esponente », e poi far uso del- 
le serie precedenti . 

Prima però di farne l’applicazione a qualche caso partico- 
lare, importa molto il notare alcune cose. Delle serie altre sono 
convergenti altre divergenti ; in queste i termini vanno tanto 
più crescendo, quanto più si allontanano dal primo, in quelle 
i termini vanno continuamente diminuendosi . Le sole serie 
convergenti possono adoprarsi per le approssimazioni; perchè 
l’approssimazione è appoggiata a questo principio, che somma- 



( 
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ti alcuni de' primi termini gli altri possono come piccolissimi 
trascurarsi. Ora ciò non può farsi nelle serie divergenti, perché 
in paragone de’ primi non si possono lasciare da parte i termini 
seguenti, i quali sono maggiori di quelli o per lo meno eguali. 
Vediamo adunque quando le serie di sopra trovate sono con ver- 
genti , quando divergenti. E chiaro che i termini di queste se- 
rie crescono crescendo b, diminuiscono crescendo c : onde se b 
sarà minore di c le serie saranno convergenti. 11 numero dal 
quale dev’estrarsi la radice, si deve perciò dividere in due parti 

c n , e b , in modo che c non sia minore di b, e quanto più 
grande sarà c riguardo a b, tanto più convergente sarà la serie, 
e un numero minore di termini sarà necessario per la cercata 
approssimazione. 

Esempio I. 



Si debba trovare prossimamente la radice quadrata del nu- 
mero a . 

Il quadrato prossimamente inferiore al numero dato è l’u- 
nità, onde convien fare c= i, bzzi . Sostituiti questi valori la 
serie diventerà 



|/a=i- 



3 . 5 



3 5 



1 « 



a a . ^ u 4.6 ». 4*6.8 a. 4 b»M.io 

la qual serie continuata all’ infinito dà il verovaloredi [/a: per 
averneil valor prossimo bisogna sommare molti termini . Il primo 
termine I è vicino alla cercata radice, ma se prendiamo due ter- 
mini o tre ih-- — — , o quattro i-+— - — — . 

o cinque ec. , ci accosteremo sempre più al vero valore di l/a. 

Così le frazioni i , ^ , ìf ’ ti ’ Tì» ’ eC ' d ° nD ° * l Val ° re dplIa 

radice cercata sempre più esatto, in modo però che la prima, la 
terza, e le altre poste in luogo dispari sono minori del vero, la 
seconda, la quarta, e le altre in posto pari maggiori del vero, 
come apparisce dalla forma della serie, nella quale comincian- 
do dal secondo termine i segni sono alternativamente positivi e 
negativi. 

Ma questa serie è poco convergente, e ciò e accaduto per- 
chè i numeri cab non differiscono tra loro. Per avere un’altra 
serie più convergente moltiplichiamo il numero a per un qua- 
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tirato , pere», per 100, esarà \/ x±^/ •— — . Il quadrato prossi- 
mamente inferiore al numero aoo è 19O, la cui radice è i4; on- 
de l/a=J/^ ^~^T~ ìy ' (" 3 -*" 1 ) • Facciamo adun- 
que ts=7 , b— 1 , ed avremo 

. 1 / 1 r 3 3.5 \ 

** 5 V + a.; a 4 . 7 ,_+ *a 4 6.7» a 4.6.8 7 7 " +- CC / 



la qual serie è molto convergente, perchè presi solamente i pri- 
mi quattro termini avremo la frazione » 0 *>« la frazione 

decimale 1 , 414 .ii 3 , la quale non differisce dal vero nè pur di 
un milionesimo. L’ istesso artifizio deve usarsi in generale per 
ottenere serie convergenti. 

Esempio II. 

Si debba estrarre la radice quadrata dal numero i5. Se io 
prendessi il quadrato inferiore che è 9, avrei c=3 , bzzb , e poi- 
ché c<b avrei una serie divergente. Prendo perciò il quadrato 
superiore che è 16 , ed ottengo czz 4 > b—— t , e sostituiti questi 
yalori 

/ . 1 i 3 3.5 

5 * a . 4 a 4-4‘* a.4-6.4 1 3 . 46 .B. 4 7 e °* 

■Questa serie è assai convergente, perchè presi due soli termini, 
cioè 4 , e — ne nasce il valor prossimo =: , Sj5 , il qua- 

le non differisce dal vero ai pur di tre millesimi. Se è necessa- 
ria maggiore esattezza, converrà prendere tre, o più termini. 

Abbiamo supposto che la formula del binomio abbia luogo 
nell’ inalzamento a potenze di esponente rotto. La dimostrazio- 
ne, che abbiamo data del teorema Newtoniano , essendo per in- 
duzione dedotta dalla osservazione de’ casi particolari, potrà 
ammettersi per le potenze di esponente intero, ma per quello 
di esponente fratto converrà appoggiarla a qualche nuova ra- 
gione. Sia dunque 

mh m[m — n)b 1 m(m — ri)(m — in)b ' 

^ ». 



R.ana* n. mi. ina' 

b' 



-+- ec. 



io dico che sarà ^ 1 -+- — . Poiché 
Tom. I. 6 
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, sTi n(n — i) n{n — 1 1 |«— a) 

(l -*'/' ) — 1-t-np-t — p 2 -\ — — p i ■+. ( c. 



Ora *e prendiamo le potenze di p avremo 
m 3 b a Xm 2 , ni—n\b l 

i 2 — 1 ' — 



p 2 — r 

r n 2 u* 

( m 2 b l 

^ n l a ’ 



/»» . 3.1 la 1 

ec. 

ec. 



ec. 



e sostituendo questi valori avremo (l-t-p) n espresso dalla fonila]» 
mb mlm — n\b* m[m — n)(m—xn\b * 

■ -+- ec. 



J-+- 



a xnu 2 xn.ina i 

m»\n — i )b* am a (m— n|(;/— i )ji 

•xna* Multiti* 

tn >{n — i)(i7 — a)j» 



ec. 



' • • «T 

e riducendo i termini simili dalla fornitila 

b m 3 — m b 2 rn ’ — w 1 -f- j m b 2 

i*+ ~m — t- . 1 . — -+■ ec. 

a a a* • o ai 

o finalmente dalla formula 

b mini — i) b* mlm — i)(m — a) 

i-t -m — -t- .■ — -+• . — »- ec. 

a a a» a .a a 2 



Questa esprime il valore di ^i-t^ / m ; dunque(|-*^)'*=/l-t- / V*, 

m b m * 

e quindi a ed estratta la radi- 



ce n. etìm * 



m — n 



t _ . ; \ / \ n tu n ; //) fi 1 

(a-+-b) zza (I -*-p)zza h — a b- f~ J 'a 



n in 

m— 8 /i 



mfm — w)(m— 2/7) 



b >- 



ec. 



n.M.in 

come sopra avevamo supposto. 

La medesima formula del binomio può anche adoprarsi 
quando l’esponente della potestà è negativo. Facciamo 

(a-*-o) =0 —ma b-t-— -a b 2 



)(m-f- 2 ) — m — 3 .. 

- a o*' 

2.3 



ec. 
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laqual’espressione si ricava dal teorema iVe .'tornano facendovi m 

negati va, esiccome(o-4-A) m .{a-t-b) m — i, se il valore di (a-*-A) 
è quale lo abbiamo supposto, il di lui prodotto con il valore di 

(or*-b) nl deve essere eguale all’unità. Ora siccome 

. ,.m m m — i, mirri — i) m — a, 

(a-*-b) zza -k-ma A-i a b % 

' a 

. mirri— t)lm — a) m — 3 , , 

-t a A 1 cc. 

. *.3 

avremo (a-4-A) m .(a-t-A) m cosi espresso 

o — I, — a, m —3 

a — ma Ai a A® - —a A 5 -+-ec. 

a a . 3 



— I < — 2, 

-¥-ma b — rn 2 a b 2 - 



m 1 -*- m 2 — 3 , , 

— a A 5 - 4- ec. 

a 



m 2 — rn — 2, , 

a b 2 — 

a 



m 1 — m® — 3 , 
a li 



m 1 — “-4-2/n — 3, 

H a A 1 -i- ec. 

a . 3 

ove i coefficienti del secondo termine e de’ seguenti evidente- 
mente svaniscono, e siccome rimane il solo termine o°=:I , sarà 

la formula che esprime il valore di (a-+-A) m moltiplicata per 

eguale all’unità; lo che doveva succedere se quella for- 
mula .era vera . E dunque 

, — rn — rn — m — i, m(m-t-i) — m — a. 

(«-Hi») ~a — ma A-+- — a A® . 

a 

mfm-4-i )(/n-»-a) — rn— 3 ,. 

— ; -a A J -*- ec. 

a . 3 

i/ b m(m-t-i)A® mlm-t-i Wm-«-a)A i \ 

=— ( I —m — i 3 -~+- ec. ) 

m\ a a a® a . 3 a 1 / 

a ' 

la qual’espressione và all’infinito, e serve per ridurre in serie la 
frazione — . Ma acciò la serie riesca convergente bisognerà 

1 l\ ,n OD 

(o-t-A) 

prendere o>A : così facendo m~i , azza, , bzzi avremo 

t-=- 7-t— 5- -, -+- ec. all'infinito. 

a 340 16 

In simil guisa si dimostrerà la formula del binomio aver 
luogo anche nel caso dell’esponente fratto e negativo. 
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CAPITOLO VI. 



Delle quantità irnaginarie . 



.Da quello che abbiamo detto de' radicali apparisce chiaramen- 
te, che di alcune quantità non si può esattamente esprimere il 
rapporto alle quantità intere e fratte; contuttociò esse si am- 
mettono nell’Algebra, perchè il loro valore si può ottenere tan- 
to prossimamente quanto piace. Un paradosso più grande ci 
presentano le quantità imaginane, che s’ incontrano nell’ Alge- 
brica soluzione de’ problemi, le quali non esistono, ed è impos- 
sibile lo esprimerle non solo esattamente ma nè pure per ap- 
prossimazione . Nientedimeno l’Analisi considera, ed insegna 
ad operare su queste quantità, si perchè qualche volta dall’u- 
nione di più quantità irnaginarie ne nascano quantità reali, sì 
jterchè il valore imaginario di una quantità, dalla quale la so- 
luzione di un problema dipende, mostra che questo problema è 
impossibile . Ciò meglio si comprenderà, quando jmrleremo del- 
la soluzione de’ problemi. 

Per ben conoscere la natura delle quantità irnaginarie con- 
vien ricordarsi , che il quadrato di una quantità tanto positiva 
che negativa è sempre positivo: da ciò segue che è impossibile 
lo estrarre la radice quadrata da una quantità negativa. Se dun- 
que nella soluzione di qualche problema siamo nel caso di do- 
vere estrarre la radice quadrata ila una quantità negativa — o a , 
questa radice non psiste, e perciò j/ — « a Ita il nome ili quantità 
iinaginaria o impossibile. Per più semplicità questa quantità 
[/ — a* si esprime in altra maniera cosi a[/— t , poiché essendo 
— a a =za s X — i, sarai/ — a 1 -zàr a J X — i— «[/ — t - Se ad una quan- 
tità imaginaria si aggiunge una reale, o se ne sottrae, o si mol- 
tiplica per essa, o runa per l’altra si divide, il resultato si de- 
ve reputare una quantità imaginaria. Così, essendo a , b,c rea- 
li , le quantità a-t-fy/ — i , a — by' — i , a-^-bey ' — i , so- 



no tutte impossibili. 

Essendo positivo il cubo di una quantità positiva, negativo 
quello di una quantità negativa, la radice cubica di una quan- 
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tità* negativa sarà sempre possibile, o sia reale; onde nelle radi- 
ci cubiche non s’ incontrano alcune quantità invaginane. Ma la 
quarta potenza dovendo esser necessariamente positiva, da una 
quantità negativa non si può estrarre la radice quarta, e perciò 

\/-a'~ a \/- 1 è iinaginaria. L’istesso s’intenda di tutte le 

radici di esponente pari, le quali saranno imaginarie , se la 
quantità sotto il segno sarà negativa. 



28. 

La somma e la sottrazione delle quantità imaginarie si 
fa nella solita forma: cosi a — 1, ed a|/ — 1 — 1 [/ — t 
significa che la quantità b \/ — 1 nel primo caso è aggiunta, neh 
secondo è tolta dalla quantità a\/~ 1 . 

Se la quantità reale a si dovrà moltiplicare per l’imagina- 
ria l\ / — 1 , il prodotto sarà ab\/ — 1 , ove per i segni vagliono le 
solite regole. Non cosi succede se devono moltiplicarsi tra loro 
due quantità imaginarie: poiché essendo qualunque radice qua- 
drata moltiplicata in se stessa eguale alla quantità posta sotto 
il segno radicale, saràp/ — tX|/ — 1 = — 1, e quindi 
aj/ — 1 . ip/— 1 zzab\/ — i-l/ — 1 — izs—ab, cioè il prodotto 

di due quantità a \/ — 1 , b \/ — 1 imaginarie positive è realee ne. 
pativo =■ — ab. Lo stesso deve dirsi del prodotto di due quantità 
imaginarie negative; .perchè 

— oj/ — iX — b \/ — 1 -=ab\/ — i \/ — trr ab. Se poi le quantità ima- 
ginarie sono di diverso segno, il prodotto è positivo, poiché 
«(/ — 1 X — ^ 1 / — — 1 Xl/ — 1 — — o b'X. — tzzab . Poste que- 

ste cose è facile adesso il moltiplicare tra loro le quantità ima- 
ginarie complesse, come mostra il seguente 

Esempio 

Si debbano moltiplicare tra loro le quantità 

1 -*-nc[/— 1 , òa—2[/ b\/ — 1 -4-3cl/— 1 ; il prodotto 
ti troverà come segue. 

M / — t -+- 2 C \/ — 1 
6 a — 2\/b \/ — i-i -3 c \/ — 1 
24» 1 1 &ay/b\/— j 1 ±ac \/ — t 

— tia]/bl / — 1 -+.( i b-*-\r\/b 

- 4 -ia o c \/ — 1 — qc| /b — fìC * 

a 4 a*-+- 1 oa[/ b\/ — 1-4-24 ac L — i-t-òb — bc\/ b — 6 c 1 
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Se una qnatif ità ininginn-ria si dovrà dividere per una reale 
il quoziente si otterrà osservando per i segni le solite redole cosi 
ah[ — i —a!>\ — i nb\ —i 

- 5 ~=V-l — — =-V- i , =-V-i , 

a a —a K 

— — -=il/ — I. Ma se una quantità reale ab si dovrà divi- 
dere per una imaginaria b\/ — i , il quoziente sarà ima<nnario e 
negativo, cioè —, — a\/ — I ; poiché 

ab _ a — «[/— I — a|/— i 

\7^i ~y — > X— |7 — 1 — — — «1/-I • Così pure 

— «6 — a a \/ — i _ y 

by — 1 Ì7— 1/— 1 X-t/ - < ’ 

— uè — a — a \/ — 1 



— l — [/— i — 1/— 1X1/— * 



-oj/ — I : cioè se il divì- 



dendo reale e il divisore imaginario avranno i medesimi segni, 
il quoziente sarà negativo; se avranno segno diverso, il quo- 
ziente sarà positivo. Se poi la quantità imaginaria ab \/ — j gì 
deve dividere per l’imaginaria il quoziente sarà zza, 

, , ab \/—ì a\/— I , —aM/— i 

1 U/— I |/-I v b /- 1 

ab {/ — t , , —abi/—ì . , . 

— ; — ; ~ — a , e lilialmente — - —a, cioè in questo caso i 

—b[/—l 1 

segni si regolano al solito. Perla divisione degli imaginarj com- 
plessi diamo il seguente 

Esempio 



Si debba dividere la quantità 

s^a^-t-icabl/— I-t-66 a — Sbc— 6c a per la quantità 

> 4ti-s-3à[/ — I-t-aci/ — I ; l’operazione si farà come segue. 
4a-t-3i|/ — t -+- 2 cj/ — ì ) ±\a 3 i cab [/ — i c\/ — i -*-bb 3 — 5ic— ' 6c 3 . 

6a—ib/—i-*-òc[/— i ) 24 a ■‘-t-i 8a6[/— i -+- 1 zac \/—i 

— V>ab\/ — ì-i-izo c|/ — i -+-6b 1 — 5 bc — 6c * 
— 3 ab \/ — I -*-bb*-*-isJbc 

i%ac [/ — i — gbc—bc* 

i CLac \./ — i — qbc — 6c 3 

o 

Passiamo alle potenze delle quantità imaginarie, e sicco- 
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nle 1 =— sarà (a|/— i) a =— a 3 ; quindi 

(a| /— 1)*=— a J .o|/— 1=— a*|/— i, ^ 

(a\/- i ) * =— fi 1 1/— x .al/— J =a 4 , (al/— « ) ‘?-*»vel/- ) =a '• j/~ > . 
(a| '—i)«==aq/—i.a|/— 1=— a* , (n|/— l — fi ; l /— 1 , 

/ i)*zz<i*,ec. Sono dunque reali tutte le potestà pori di 

( a j/_i), imaginarie le dispari; e per riguardo alle potenze pari, 
esse sono positive se la metà del loro esponente è pari, negative 

«e è dispari, cioè è sempre (aj/— i) — » se m e pari, 

a 2m se m è dispari. Le potenze dispari son posi- 
tive, se tolta l’unità dal loro esponente, il residuo è parimente 
pari , o sia divisibile per 4; se nò, sono negative. Così 

(a[/— i 1 ‘ .j/— i se ni è pari , 

(a\/ — — a 2m ~*~ t .[/ — i se m è dispari . Le potestà 
degl’imaginarj complessisi troveranno per mezzo del teorema 
Newtoniano , e sarà 

(a^ i /- i ) n ^ n +na n -%/- l -"±^ a n - 2 b> 

}(„- a ) a ^_ S 6V _ )H . ec . 

il • u 



2f). 

Abbiamo fin qui supposte le quantità imaginarie formate 
dalla somma di una quantità reale, e di un’altra reale molti- 
plicata per (/ — r ; e ciò abbiamo fatto, perchè è stato dimostra- 
to dal Sig. d 'Alembert , che qualunque quantità imaginaria si 
può sempre ridurre alla forma A-*-B[ / — 1 , ove A e B sono 
quantità reali. La verità di questo teorema è chiara per ri- 
guardo alla somma e alla sottrazione, ed anche alla moltiplica- 
zione, percl\è il prodotto delle due quantità a-*-b |/— i, e 
c-*-d\/ — i è ~ac-*-ad \,/ — — i — hd , cioè della forma 
A-¥-B[/ — i posta A— ac — bd , e B—ad-\-lc. Della medesima 
forma è pure il quoziente nato dalla divisione delle quantità 

imaginarie, poiché ■ v moltiplicando di sopra e di sotto 

. . ac — neh/ — i / — i -t-bd 

per c—dl/—i diventa 
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aes-hd he— ad , , ac-*-bd n_hc—ad 

— 1 t\/— ì , ove perciò A—~ — —, e If =— — j- 

— c.ì+d* c*-*-d* v r C J -4-d-> 



Abbiamo vedulótft sopra essere 



(a-*-b/— i ) n —a n -*-na. '* ' Aj/— I 



n— I , 



/i(ej — >) n — 2 



6» 



2 • <5 



ec. 



Onde se pongliiamo 

, n n|n — r | /i— 2, . «(« — i)(n— a)f« — 3)_n — 4 jl» 

A— a a **-* ° * - 



n — i n(n — i)|n — 2 ) n—3, 

—“nei A l. — . ■ — — - -ik U ■ 



B‘=md 



A. ó 



ec. 



ne nascerà (o-e-fy/ — ì) n —As~Bj /'’ — 1 . Se facciamo n fratta, 
avremo ridotte alla medesima forma le quantità radicali imagi- 
narie. Rimane il caso, in cui l’esponente « è egli stesso imagi- 
nario, il quale insegneremo a ridurre, quaudo ci saremo un po- 
co più inoltrati . 



CAPITOLO VII. 



Della risoluzione de’ Problemi , e dell’ equazioni 
del primo grado • 

3c. 

O ue llo che abbiamo detto fin qui sul computo delle quantità 
si deve applicare alla soluzione de’ problemi, nella (piale consi- 
ste l’uso dell’Algebra. Poiché dalle condizioni date tra le quan- 
tità cognite ed incognite l’Algebra insegna a determinare li rap- 
porto, che passa tra queste e quelle. E siccome qualunque pro- 
blema si raggira intorno alla quantità, qualunque condizione 
di esso si ridurrà sempre ad un rapporto di eguaglianza tia le 
quantità incognite iu qualsivoglia modo mescolate con le co- 
gnite, il quale si chiama equazione , e si divide in due membri 

dal segno = di eguaglianza. . . 

Allorché è proposto qualche problema, convien primiera- 
mente farsi un idea chiara di ciò che «i cerca, distinguer bene 
le cognite dalle incognite, rappresentarsi ed esprimere adequa- 
tamele tutte le condizioni del problema, e resecarne tutto ciò 
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che vi è d’inutile. Sopra questo nulla in generale si può inse- 
gnare; l’uso solo c l’esercizio possono rendei lo facile. Quando 
poi tutte le condizioni del problema sono state espresse per al- 
trettante equazioni , convien risolvere queste , cioè ricavarne il 
valore dell’incognita. Questa seconda operazione non è così in- 
certa come la prima, poiché, data una equazione, alcune regole 
fisse insegnano il modo di ottenerne il valor della incognita. 

Siccome la varietà infinita de’problemi conduce ad infinite 
equazioni di una forma diversa, hanno stabilito gli Analisti di 
dividerle in varie specie o gradi , i quali riconoscono l’origine 
ed il nome dall’esponente dell’ incognita ; in modo che quelle si 
dicono di primo grado, nelle quali il massimo esponente dell'in- 
cognita è =zi ,di secondo se il massimo esponente è =3 , di terzo 
se è —3, ec. E quantunque questa distribuzione dell’equazioni 
sembrar possa arbitraria, si vedrà in seguito che essa dipende 
dalla natura dell’equazioni, e dai diversi metodi di risolverle. 

81. 

Allorché si è tradotto il problema in equazione, convien 
risolverla, cioè ridurla ad un’altra, in un membro della quale 
sia la sola incognita, nell’altro le sole cognite: e qui si osservi 
che le quantità incognite saranno in seguito espresse per mezzo 
delle ultime lettere x,y,z,u, ec. dell’Alfabeto, le cognite 
per le prime a , b , c , ec. Le regole per risolvere l’ equazioni di 
primo grado, delle quali adesso parleremo, sono tre, da usarsi 
secondochè l’incognita è diversamente involta tra le quantità 
cognite : ora ciò può succedere in tre modi, o mediante la som- 
ma e la sottrazione, come nell’equazione x-*-3=5 — x; o per 
mezzo della somma della sottrazione e della moltiplicazione , 
come nell’equazione 4® — 6;=ax-*-i6 ; o finalmente anche me- 
diante la divisione . 

Sia data l’equazione 4ar-+-3=ria — ax, e da ambedue i mem- 
bri si sottragga 3, i residui 4X-+-3 — 3, ia — ax — 3, cioè 4x, 
ra — ax — 3 saranno eguali, o già 4 x=ia— ax — 3, ove il termine 
-*-3 dell’ equazione data è stato posto dal primo nel secondo 
membro mutandogli il segno, e lo stesso può farsi in generale. 
Adesso ai membri di quest’ ultima equazione 4- r=ia — ax— 3 si 
aggiunga ax , e ne verrà 4 x-+-ax=ia — ax — 3-i-ax, cioè 
4®-+- 2 ®= , a — 3, ove il termine — ax mutato il segno è stato tra- 
Tom. I. 7 
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sportato «lai secondo membro nel primo. Di qui nasce la prima 
regola: qualunque termine, cioè, può portarsi da un membro 
nell’altro salva l’equazione, purché gli si cangi il segno. Per 
mezzo di questa regola si possono ridurre in un membro tutti i 
termini che contengono l’ incognita, non comprendendo l’altro 
che quantità cognite. Per far ciò si scriverà di nuovo l'equazio- 
ne ponendo nel primo membro i termini affetti dall’incognita 
con i loro segni se erano nel primo membro, con i segni mutati 
se erano nel secondo, e tenendo l’istessa regola per riguardo al- 
le quantità cognite da collocarsi nel secondo membro. Cosi l’e- 
quazione 7X— 3 = 6 -c-t-i 4 «liventa 7 a- — 6.r=i4-t-d , cioè x —22, e 
l’equazione ax-*-bc — c rzzac — bx si riduce ad ax — cx-+-bxzzac — bc. 

Allorché tutti i termini affetti dalla incognita sono stati 
posti nel primo membro, fatta la riduzione si deve osservare se 
l’incognita è moltiplicata per l’unità, o per un altro fattore: 
nel primo caso l’equazione è già risoluta, come succede nella 
semente Hx-+-j£=xx-t -8 , la quale trasponendo i termini diventa 
3 x— 2x=8 — 4, cioè 1—4, e ci dà il valore dell'incognita. Nell’ 
altro caso, in cui l’incognita ha un coefficiente diverso dall’u- 
nità, convien per esso dividere il secondo membro. Cosi l’equa- 
zione 8 x -+-()— 3 o— 4~r trasponendo diventa 8 x-r- 4 x= 3 o — 6, e ri- 
ducendo marezziti se ora dividiamo per is l’uno e l’altro mem- 

, . , IJT li . . 

liro, si manterrà 1 equazione, esara , osiax=a. Quin- 

di se dopo la riduzione l’ incognita è moltiplicata per qualche 
quantità, si scriva sola nel primo membro, e si divida pel suo 
1 , , , bc 

coefficiente il secondo membro. Cosi se axmbc, sara a — — , e 

più generalmente se abbiamo l’equazione ax-*-bc—cxrzzac—bx, 
che per la trasposizione diventa ax-*-bx — cx~ac — bc , o sia 

rie — bc . , 

[a-*-b—c\x^a.c—bc, dividendo avremo k: yy- — - : in modo 

che, se il primo membro è composto di più termini, bisogna di- 
videre il secondo per la somma di tutti i coefficienti. E poiché 
il coefficiente di x è l’unità, se avremo l’equazione x-yaxz^b, 



sarà x— ■ 



Queste regole hanno anche luogo, se l’equazione è compo- 
sta di frazioni; ma in questo caso toma più conto di mandar su- 
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bito via le frazioni. Proposta l’equazione 

se moltiplichiamo tutti i termini per 3 denominatore della pri- 
ma frazione, questa salva l’equazione anderà via, ed avremo 

3.5r i5r c . 

36 , o sia sx4 - 1 %— — p— -t-3o — . di- 

o 



DI 

Sx 

"T 



a.3r 






3 6 - ? ' 7 

milmente se moltiplicheremo questa equazione per 5 denomi- 
natore della prima frazione che rimane, anche questa se ne an- 

- 5 t 

derà, ed avremo tox-+-6o— isx-fiSo — ■ s -^~ . Finalmente molti- 
plicando per 7 denominatore della frazione rimasta avremo l’e- 
quazione Yt>x-t-4ao=84jr-+-ia6o— nbx, che non contien più al- 
cuna frazione. Quindi per liberare un’equazione dalle frazioni 
bisogna moltiplicare tutti i termini per i denominatori di cia- 
scuna frazione. 

Le frazioni si possono anche eliminar tutte per mezzo di una 

r ■ . , „ ar ir 5 r 

sola operazione, ai riprenda l equazione -*-4= -, — hi 2 — , 

e le frazioni -jr, — si riducano al medesimo denominatore, 
a ò 7 

70X nf>x ^ 

lo che farà diventar l’equazione -y— r - 4 - 4 =-^ -hi 2 — • Se an- 
che i numeri 4 p 12 si ridurranno in frazioni del medesimo de- 
nominatore icó, si avrà 70x-H42o:=84x-Hia6o— 75x , come so- 
pra . Per eliminar dunque le frazioni convien moltiplicare i ter- 
mini interi pel prodotto di tutti i denominatori, ed il numera- 
tore di ciascuna frazione per i denominatori delle altre. 

Dopo queste regole tutta la difficoltà nella soluzione dei 
problemi di primo grado si riduce a porre il problema in equa- 
zione. Per renderci ciò familiare, ci eserciteremo ne’ seguenti 
problemi. Problema 1, 

,, Tra un padre ed il di lui figlio vi corrono quaranta an- 
„ ni, e gli anni di ambedue presi insieme sono cento; qual’ è 
„ 1’ età di ciascuno? ,, 

Sia l’età del padre zzx, e siccome il figlio è 40. anni più 
giovane del padre, per aver l’età del figlio converrà sottrarre 
40. anni da quella del padre , e sarà perciò l’età del figlio —x — 4°- 
Ma per la condizione del problema le due età prese insieme so- 



tr 

J, 

n> r 






l 
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do =100; avremo dunque x- 4 -x— 4 o= i °o cioè 2 x — 4 ° =1 °°, che 
è l'equazione del problema. Da essa per mezzo della trasposi- 
zione abbiamo ax=r 00-4-40=140, e finalmente *=-^^=70. Co- 



nosciuto il valore di x, cioè l’età del padre, avremo quella del 
figlio =.r — 40=70— 4°=i° . 

Generalmente se di due quantità x ed y è data la somma a 
e la differenza b, sarà x = , y=^~, cioè la quantità mag- 



giore sarà eguale alla mezza differenza aggiunta alla mezza som- 
ma , e la minore eguaglierà la mezza differenza sottratta dalla 
mezza somma. Problema IL 



„ Un padre ha lasciati morendo 10000 zecchini da di vi— 
„ dersi tra i suoi tre figli in modo, che il maggiore abbia aooo 
,, zecchini più del secondo, ed il secondo 3 ooo più del terzo: si 
„ cerca la porzione di ciascuno. ,, 

Sia x la porzione del primo, quella del secondo sarà 
x— aooo, e la poizione del terzo x — 2000— 3 ooo; ora queste tre 
parti dovendo formare l’intiera eredità di 10000 zecchini avre- 
mo x-4-x— aooo-4-x — 0000=10000 , cioè 3 x— 7000=10000 , e tra- 
sponendo 3x=ioooo4-7000=i7oco, e dividendo per 3 , 

x= ~'— y — = 5666 -*- -7 , che è la porzione del primo, la parte del 



secondo sarà 5666 -»-— — 2000 = 3666 -*-^-, e quella 
* ì) o 



del terzo 



3666 -t--^-— 3 ooo= 666 - 4 --^ . 

v «J 

Più generalmente sia proposto di dividere un numero qua- 
lunque b in tre parti in modo, che la prima superi la seconda 
della quantità a , e la seconda sia maggior della terza della 
quantità a 1 . Posta la prima parte =.r, sarà la seconda ~x—a, 
e la terza =x — a — a'; onde avremo l’equazione 3 x — a a — a’=è , 

h-+-2u-r-a' 



Si debba adesso dividere la quantità b in quattro parti in 
modo, che la differenza tra la prima e la seconda sia a, tra la 
seconda e la terza a', tra la terza e la quarta a”. Posta la prima 
parte =x, il calcolo si farà come segue: 
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x 

x — a 



4 x—'òa — 2 a'—a"zzò 

, „ ,, . . . b-t-3a-+-*a'-+-a" 

dalla qual equazione si ricava xzz - . 

Nell' istessa guisa se la quantità b si dovrà dividere in 5 
parti , e le differenze incominciando dalla prima siano per ordi- 
ne a, a’, a", a!" , fatto il calcolo si troverà esser la prima par- 

te, cioè x= - r . E similmente se le parti saran- 

u 

no sei, e la quinta differenza — « /r , si troverà 
«= - . Ma se le parti lossero due sole , 

abbiamo di sopra trovato x=^^ . Riunendo insieme i valori 
trovati di x formiamo la Tavola seguente: 



Numero 
delle parti 



3 

4 

5 

6 



La massima delle 
purti =x 

M4 

x=: 

a 

i-t-aa-4-a' 



: - 
: 5 

b+& a +4a'+.la"-*‘*a"'-t-a tr 

6 



ec. ec. 

Apparisce da questa Tavola che il denominatore di ciascun va- 
lore di x è eguale al numero delle parti; nel numeratore poi il 
coefficiente del secondo termine è sempre minore dell’ unità che 
il denominatore, e gli altri vanno sempre decrescendo dell’uni- 
tà fino all’ ultimo, che è ~i . Onde se i! numero delle parti sarà 
m , avremo la formula generale cosi espressa: 

b-t-lm — i — a)o'-*-(m — 3 )«"- + .(i 7 ) — 4)o'"-s-ee. 

m 
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Problema III. 

„ Se da una quantità si sottrae la di lei metà e uno di più, 
„ da quel che rimane la metà ed uno di più, da questo secon- 
„ do residuo la metà di nuovo ed imo di più, e si trova che 
„ quel che rimane è zzi , trovare la prima quantità. „ 

Sia quella quantità zzx , e la di lei metà accresciuta dell’u- 
nità 6arà la quale se si sottrae da x ci darà per 

residuo — — . La metà di questo residuo accresciuta dell’unità 

è zz — - — i-i— , la quale sottratta dal medesimo residuo ci 

4 4 

darà 1 —^— . Questa quantità divisa per a ed aumentata dell’uni- 
tà diventa e sottratta dal secondo residuo - r ~- 

oo 4 

ci darà — il quale ultimo residuo per la con- 

400 

dizione del problema è =1 . Sarà dunque ^'- =1 , cioè 

x — 14=8, e quindi x=8-*-i4 =aa. 

Risolviamo adesso il medesimo problema più generalmen- 
te .adoprando le lettere invece dei numeri. Le quantità cioè che 
in ciascuna sottrazione si aggiungono alia metà del residuo si 
chiamino respettivamente a , a' , a", a'", ec. e l’ultimo residuo 
dato si dica b. Posta la quantità cercata — r , sarà la di lei me- 
tà accresciuta di a— — -> -a— TT*** . * , la quale sottratta da x ci 

Se questo residuo è dato sarà =£,ed 



x-*-2a x—ia 






X=2Ì-*-2« . 

Ma se l’operazione si dovrà continuare , si prenda del resi- 



duo trovato la metà , e questa insieme con a' sot- 

a 4 

, x— o a . , , t — a a x—ota , x — a a—Aa' , 

tratta da ci dara — — a — ; il qual re- 

a a 4 4 ^ 

-4a'=4à , cioè xzz$b-*-ia-*-\a' . 



siduo posto zzb, avremo 



Digitized by Google 




D’ ALGEBRA P.I. 



I 



Nell’ istesso modo la metà dell’ultimo residuo - — — — — 



e posta questa 



insieme con a" sottratta dal medesimo residuo ci dà 

T—a.n — 4 a ' x — — 4 a ' -a T — 20 — 4 U> — ^ a " 

^ » a ~ 5 

quantità zzb . abbiamo xzzftb-+-%a-*-4a'-t-8a" . Continuando le 
sottrazioni avremo altri valori di x , i quali saranno come segue. 

Numero delle Valori della 

sottrazioni quantità x 

i xzz 2 b-t- 2 a 

a x=2 a à-*-2a-4-2 1 a' 

3 , xzz a 1 a a'-t -2 •a" 

4 ac=a , i>-t- 2 a-+- 2 a o’-*-a J a' , -Ha*a'" 

ec. ec. 

Onde se il numero delle sottrazioni sarà m, avremo 

A-t-aa-i-a a a'-t-a 1 a"-t-a 4 a'"-*- 2 t a ,y . ... 1 ) . 

Si d«*bba per esempio trovare una quantità , dalla quale 
sottratta la metà e due di più, poi dal residuo la di lui metà di- 
minuita di tre, e finalmente da questo secondo residuo la di lui 
metà accresciuta di quattro , rimane io. Avremo m~ 3, io, 

nzz a, a"zz 4, a'— — 3 , ove questa quantità si prende negativa .per- 
chè nella seconda sottrazione la metà del residuo non è accre- 
sciuto come nelle altre, ma diminuito di tre; e la cercata quan- 
tità sarà x=8o-+-4 — i 2 -h3»=: 1 04 • 

Problema IV. 

„ Più generalmente se da una quantità si sottrae la di lei 
„ parte e di più la quantità a, dal residuo la parte 

„ /i.** iro * e di più a' , e così in seguito si prosegue l'operazione 
„ nella medesima forma, e dopo varie sottrazioni è dato il resi- 
„ duo zzb, trovare quella quantità. „ 

Sia x la quantità cercata, e la di lei parte n.'* ìm * —insieme 



con la quantità data a sottratta da x ci dà il residuo 
x _{n~ì)r—na .. . . ... 

a — , il quale se si pone zzb , si ottiene 



it 



n 



(n— i)x — nazznb , cioè 



nb-t-na 
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• , . . , In— i )r— na , • . 

La parte de] residuo sottratta insieme con 

a dal medesimo residuo ci dà il secondo residuo 

i)x—na (n-i)r-na ,)a x — /»(«— i)q— # Q 

n n* n» ’ 

questo zzò, abbiamo ( n — i)*x — n(n — i )a—n*a'—n*b, cioè 

n 1 l>-t-n(rt — r )a-+-n»/i' 

x^: -- ■ . 

("—']• , .. . 

Se continuiamo l’operazione, troveremo i residui 
(n— i ) • r—n{n — i ) a a—n » ( n— i )a'—n • a" 
n‘ 

(n— r)«x— n(n— i ) i A— n a In — i }*a'—n * [/i— -i)a"— n*a'" 



ri;, 

dai quali ricaviamo i valori di x cioè 
n ‘b-i-n(n — -i )>u- 4 -n 1 (n — i » a " 



(« — *)* 

n *b-t-n[n— t) J a-*-n*[n— r) J a'-t-n * [n— ì)a"-*-n* a"' 

I ~ - ■ ■ ■ ■ ■ » ' ■ - 

{«-!)* 

ec. 

Acciò meglio si comprenda la legge che osservano questi valori , 
si dispongano per ordine come segue: 

Numero delle 
sottrazioni 

nh-t-na 



Valori di x 



i 

a 

3 

4 

ec. 



n — i 

_ n » b+riln— i )a-4-n » a ' 

(«—•)• 

_n 1 h-*-n[n — i ) a a-4-/i * (u — i )a'-*-n > a" 

(n— i)» 

_ n 4 é-*-n ( n — i ) • a-*-n » ( n— i ) 1 s ’-S-er 1 ( n— l )o "-*-n • a ' 
' {« — j)e 

ec. 



Di qui apparisce che , se il numero delle sottrazioni è zzm, sarà 



n m b-*-n[n— i ) m 1 a-*-n*(n — i ) m a a'-wi * (n — ì ) m ^a"-t-ec 

. \TTl 

(n—i) 
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Se rK=t, , avremo il caso contemplato nel problema prece- 



dente , e sarà 



a'-t-a ’o''-h ec. 



come sopra. 

Se n=3, cioè se dovranno sempre sottrarsi le terze parti, avremo 

,,m, „ m — i m—a, , , , m — 3 ,. 

3 £-*-3.2 a-*-3*.a u-*-3*.a a -+-ec. 



m 



e cosi in seguito. 



3a. 



Nei problemi , che abbiamo risoluti, da una sola equazio- 
ne determinar si doveva il valor della incognita. Ma alcune 
volte conviene ammettere più incognite, ed il loro valore ri- 
cercar si deve per mezzo di altrettante equazioni. Un esempio 
ce ne somministrerà il seguente 

Problema V. 

,, Trovar due numeri x ed y tali, che il primo accresciuto 
,, della quantità a stia al secondo diminuito di b nel rapporto di 
„ e ad f, ed il secondo accresciuto della quautità c stia al pri- 
„ tao diminuito di d come gad A. „ 

* Per le condizioni del problema abbiamo x-t-a:y — bzze\f, 
ed y-e-crx — d—g:h . Da queste proporzioni ricaviamo le due 
equazioni ey—fx~af-t-be , gx — hy—ch-t-dg , dalle quali dobbia- 
mo dedurre i valori di x ed y. Si prendano dall’una e dall’altra 



af-t-be-t-fx 



gx — eh — dg 
h 



i valori di x ed j,esaranno questi , yzz 

E siccome i due valori trovati della quantità y devono essere 

, . o/'-t-Ae-f./x gx — eh — de 

eguali , avremo — y -, 



cioè 



afh-t-beh-t-cefi-t-degzzegx—fhx, e quindi x — n f , '~*~brh+crh-*-deg . 
Sostituendo adesso questo valore di x nella equazione 



o/-*-Ae-*-/x 
yyz. , avremo 



-y—nf\ A | j- affi-t-beh-t-ceh-*-deg _ a efg-tr-be 1 g-t-cefh-t-defg , ^ ^ 



ciò 



afg-t-bee-t-cfh-t-dfg 



eg—fk 



y= 

Tom. I. 



tg—fh 
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L’istrsso metodo in generale si può adoprare, qualunque 
siano le due equazioni , poiché esse si ridurranno sempre alla 
forma A x-*-By=C , A' x-*-B'^~C' , ove A , B, C, A', B\ C' espri- 
mono qualunque quantità cognita . Da esse si ricava 

yt=.^^~ , y= f ■■■* ' , e perciò B’C—AB'x^BC—A'Bx, ed 

Tzz-jjp — Invece di prendere i due valori di y basta molti- 
plicare la prima equazione per B' , e sottrarre la seconda molti- 
plicata per B , e si otterrà subito l’equazione senza y, 
AB'x—A'BxzzB'C—BC. Allorché si giunge ad una equazione 
ove più non è la y, si dice che la y è stata eliminata. Sivéfiiesso 
eliminiamola x moltiplicando la prima dell’equazioni propo- 
ste per A' , e sottraendone la seconda moltiplicala per A avremo 
l’equazione A'By — AB'yxxA'C — AC , dalla quale si ricava 
_A'C—AC 
y ~A'tì—AB' ’ 

Nella medesima guisa si deve operare, quando son date più 
equazioni e più incognite. Date le tre equazioni Ax-*-By-t-Cz—D r 
A x+B'y+C'z=D' , A"x-*-B"y+C'z=D" , sarà 

P—At—By D—A'r—B'r D” — A"r — B"y , , v 

z= - , z— - - , z= — de qua\i 

valori di z se due qualunque si | paragoneranno tra loro, ne na- 
sceranno due equazioni tra due incognite, che si tratteranno 
come sopra. L’istesso deve intendersi di qualunque numero di 
equazioni, le quali si ridurranno continuamente ad un nume- 
ro inferiore di una unità, mediante l’eliminazione di una delle 
incognite. 

Questo metodo generale può alcune volte ricevere qualche 
semplicizzazione , ma questa dipende sempre dalla forma dell’e- 
quazioni medesime. Per darne un esempio in un caso assai ge- 
nerale siano proposje tra n incognite x, y, z, u, ec. n equazio- 
ni della forma 

A x-*-B (y-+ -Z-MX-+- cc.)—C 
A' y-*-B' (,r-4-;-Hi-e e.c.)—C' 

A" z-*-B" ( x-*-_ y-f-n-e- ec.)—C" 

A"'u-*-B (x-*-y-*-z-*- ec )—C"' 
ec. 

Dalla forma di quest’ equazioni apparisce, che, posta la 



/ 



% 
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somma di tutte le incognite x-+y-+-z-*-u-*-e c. zzr , ciascuna di es- 
se non conterr^che due sole incognite ; poiché diventeranno 
A x-*-B (r — x)=zC 
A' y+B’ (r-y)=C 
A"z+B"(r-z)=C" 
ec. 

Da queste si può ottenere il valore di ciascuna delle inco- 

C—Br C'—B'r 
gnite x, y , z, ec. espresso per r, e sarà xzz ^ ^ , yzz » 

Q" g’’ r 

z=— ; — 7777“ > ec. in modo che sarà noto il valore di tutte le in- 

il “Il 

cognite, subito che si conoscerà quello di r. Ad ottenere il va- 
lore di r si sostituiscano i valori trovati di x, y , z, ec. in una 
dell’equazioni proposte, per esempio nella prima, e si otterrà 
l’equazione 



A[C—Br) 


^B( C '-* r , 


C"—B"r 


A—B 


\A'—B' 


A"—B" 



la quale ci darà il valore di r; e trovato questo se ne dedurran- 
no i valori di tutte le incognite x , y, z, ec. 



2 

P 



CAPITOLO Vili. 

Dell’ equazioni del secondo grado , e delle altre 
che ammettono una simile risoluzione. 



33. 

Esposto tutto ciò che appartiene all’ equazioni del primo gra- 
do, passiamo a considerar quelle del secondo. Il grado di una 
equazione è eguale al massimo esponente della incognita; e per- 
ciò l’ equazioni del secondo grado contengono l’incognita inal- 
zata al quadrato. Tre diverse specie di termini si trovano dun- 
que nell’ equazioni del secondo grado; primieramente vi sono i 
termini affatto cogniti , poi i termini affetti dalla soia incogni- 
ta, e finalmente quei che involvono il quadrato dell’incognita. 
Onde se A , B, C esprimono quantità cognite o positive, o ne- 
gative, qualunque equazione del secondo grado sarà così espres- 
sa, Ax a — Bx—Czz o, ove tutti i termini si pongono nel primo 
membro, perchè questa forma è più comoda. Se manca il ar- 
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condo termine, cioè se D~ o, l’equazione prende la forma 
Ax * — C=o, e si chiama equazione pura. 

Per incominciar da questa, poiché Ax»—C=o, dividendo 

per A e trasponendo avremo ed estraendo la radice 

Ora siccome la radice quadrata di qualunque quan- 
tità può esser tanto positiva che negativa, la radice della nuan- 
. , C . / C / c 1 

tita sara tanto -+-J/ quanto — j / —, onde adoprando 

il doppio segno :fc sarà , cioè due saranno i valori di 

ar, uno positivo e l’altro negativo, i quali valori egualmente 
soddisfanno all’equazione proposta, e si chiamano le di lei ra- 
dici. Si osservi che posta A sempre positiva (perchè se fosse 
negativa mutando i segni dell’equazione diventerebbe positiva), 

se anche C sarà positiva, la quantità j /"-E sarà reale , e reali 

saranno i due valori di x . Ma se C sarà negativa , allora , 

sarà imaginaria, e come in tal caso l’incognita non ha alcun 
valore reale, il problema, che ci ha condotti ad una tal’ equa- 
zione, sarà impossibile a risolversi. Sia proposto per esempio di 
trovare un numero, la di cui metà moltiplicata nella terzanar- 
ie sia eguale a . Sia x il numero cercato, e la di lui metà 

— moltiplicata nella terza parte essendo , avremo ^= 24 , 
ed jr a ~i44» e quindi ■r=tq/ , i 44 "'1 »a. 1 due valori - 4 - 12 , e 

— 1 2 soddisfanno egualmente; perchè se xzzix, è— —6, 4 , 

& □ 

e 6X4=34 : se .r=— 12 , è — =— 6 , 4 , e — 6 x— 4 = 24 . < 

a 3 

Dall’equazioni pure passiamo alla risoluzione dell’equazio- 
ni di secondo grado complete , cioè di quelle che son comprese 
nella forma più generale Ax 2 —Bx — C—o. Per ridurle all’altra 
forma più semplice ponghiamo xzzy-t-c , ove y è una nuova in- 
cognita, e c una quantità da determinarsi a piacere, e sarà 
ar a — y 1 -+- 2 cy-t-c a . Sostituiti nella proposta questi valori di x ed 
x» essa diventerà Ay*-*-(2Ac—B)y-*-Ac*—Bc—Czxo, e se ne 



.v 



"V 
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manderà via il secondo termine, se si prenderà la quantità arbi- 
traria c in modo , che sia a Ac — B—o , o sia Posto que- 



c l’equazione precedente diventerà 



sto valore di 
Ay *— — A — C=o, ed y»= 

3— » ea x= v r ^ 2/t — 



4A* 



, ed estraendo la radice , 
B±]/(B*-*- 4 AC) 



la 



qua- 



% A J ’ a A a A 

espressione presenta ambedue le radici della proposta . 

Se nell’equazione Ax*—Bx—C=zo il coefficiente A rimane 
sempre positivo, ma si cangiano in qualunque modo i segni de- 
gli altri coefficienti , ne nasceranno queste quattro forme : 

I. Ax* — fìx—C—o , II. Ax 2 -t-Bx — C— o, 

III. Ax*+Bx-*-C=o , IV. Ax'—Bx+Cxzo , 



alle quali corrispondono le seguenti radici; 

. B+i/(B*-*-4AC) .. -Bzt\/(B*-*-4AC) 

L *= IA ’ "*= TÀ 

-B*i/(B*-AAC) _B^/(B^-4AC) 

m. x= — ,IV. x= ^ 



È facile il vedere, che la prima e la seconda di queste formule 
sono sempre reali , perchè [/{B*-*-\AC) non diventa mai imagi- 
naria; ma la terza e la quarta possono essere e reali ed imagina- 
rie; saranno cioè reali . se sarà jB > >4^C,imaginarie seB 2 < 4 AC: 
onde dalla forma medesima dell’equazione si potrà subito giu- 
dicare, se le di lei radici sono reali o imaginaric. Venghiamo 
ad alcuni esemp] . 

Problema I. 



„ Un giuocatore.di 160 zecchini, che aveva prima di giuo- 
„ care, ne ha perduti alcuni, poi avendone guadagnati 6298 
„ non solo si è rifatto di quei che aveva perduto, ma di più gli 
,, ha tante volte moltiplicati, quanti erano gli zecchini rimasti- 
„ gli dopo la prima perdita: si cerca il numero degli zecchini 
,, da principio perduti 

Sia x questo numero, e per le condizioni del problema do- 
vrà essere il guadagno 6298 eguale ad x, più ad x moltiplicato 
in 160— x; onde nasce l’equazione 629ft=x-r-i6ox— x* , o sia 
a-a_i6ix-r-6298=:o. Se paragoniamo questa equazione con la 
quarta delle formule precedenti, troveremo 
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^__ i6i:±q/ 2 7 . Q u i n ,ii d ue 80 no i valori di x, cioè 

a a 

az= i^’ i- f ' a ~=94» e d 1 ^ ’ a ' — ■■— 67 , i quali soddisfanno egual- 

mente al problema proposto. 

Problema li. 

,, Trovare un numero, il di cui quadrato sia eguale al me* 
„ desimo numero prima diminuito di tre unità, poi pteso tre 
” vo,te ” • 

Sia il numero cercato ~t ed il di lui quadrato x 2 doven* 
do eguagliare il tri pio di x— Z , sarà x^—'ix— 9, cioè x 3 — 3 x-s-qrro. 
Paragonando qnesta equazione con la formula quarta troveremo 

— ?rEk 51 . Essendo i valori di x imaginarj, 

2 2 

questo problema non può risolversi, e ne nasce il teorema, 
che non esiste alcun numero, il di cui quadrato eguagli il triplo 
della differenza tra questo immero ed il numero 3 . 

3 4 - 

Il metodo, di cui ci siamo serviti per risolvere T equazioni 
del secondo grado, si estende ad altre de’gradi superiori, le 
quali perciò si chiamano derivative del secondo grado . Sia data 
in primo luogo l’equazione Ax‘-*-Bx a -*-C=o,eposto x*z^y , es- 
sa diventerà Ay % -+-By-*-C=.o , onde si ricava 

<y — — — (B ^ ) jyj a g ; fCO me abbiamo supposto v“x a , 

J a.A 

sarà x=*\/y , cioè x = :± ^~ B ^'J^ la qual forma 

presi in tutti i diversi modi possibili i segni -+- e — ci dà quat- 

/—B+V'i B*— 4 A C) 

tro radici, cioè , 

v _ ^ /—B-n/CR'—irAC) ^/-B- \/{ B*-$AC) 



2 A 



xzx . — ]/ — -~2 — — Prendiamo per esempio 1 equa- 

r 2^1 

zione * 4 — 5x a -»-4=o , alla quale si giunge, allorché si cercano 
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fino quadrati, de’quali è data ]a somma = 5 , ed il prodotto =4. 

.■r=z-±\/\ t-> , ed Tr-±^ /\ — ±\ i. Le quattro radici della pro- 

posta sono adunque .r=2, x=— a, xrri , xrr— i , le quali tutte 
soddisfanno al problema, e ci fanno conoscere essere i quadrati 
richiesti i , e 4- 

Nella precedente soluzione siamo giunti ad espressioni in- 
volte in doppio segno radicale della forma |/(a-*-j/à). Alcune 
volte succede che dal radicale a-+\/b si possa di fatto estrarre 
la radice quadrata , lo che, siccome rende l’ espressioni più sem- 
plici, vediamo come si possa eseguire . E primieramente si os- 
servi che il quadrato del binomio \/y-+\/x è una quantità , di 
cui un termine è razionale, e l’altro irrazionale del medesimo 
nome; infatti ([/y-*\/x) 3 —y-*-r-*-z\/yx : onde reciprocamente 
\/y- *i/ x sarà la radice quadrata della quantità y-*-x-*-2\/yx . 
Ora proposta qualunque quantità a-+\/b , dalla quale si debba 
estrarre la radice quadrata facciamo questa quantità 
—y-t-x-t-ty/yx , o sta paragonando tra loro separatamente i termi- 
ni razionali ed i radicali y-»-xrra, e a[ /yxzX[/b , cioè 4 yxrrà. 
La prima equazione ci dà 3 a +a)T-*-x J =a 3 , e da questa sot- 
traendo la seconda abbiamo y i —xyx-t-x i zza 3 ~~b, ed estraendo 
la radice quadrata j— .r=q/ (a a — i). Da questa equazione e dul- 

1 a • a-*-[/(a 4 — -à) 

la precedente y-t-xzza si ricava yzz - -, 



a— [/(a 1 — b) 
2 



; onde la radice quadrata della quantità a-s-j/à 



ciò èp/y-H/* sarà ^ 0 ^”^ . Questa 

espressione in generale più complicata della formula \/(a+\/b) 
ne diviene più semplice, quando a 1 — b è un quadrato . Poiché 

posto a 2 — fcrc 4 , sarà [/(a-t-j/^zr J / neglial- 

1 ri casi torna più conto di porre la quantità a-t-j/à sotto il segno 
radicale. 

Si debba [ter esempio estrarre la radice quadrata dal bino- 
mio 2 -i-[/'3 . Sarà arra, irr 3 , a 3 — b~c 3 ~i . etri, e perciò 

|/(*H/'S)= j/l-Hj/i.. 



f 

f 
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Si abbia il binomio 5 -*- 2 |/ 6 , sarà a~ 5 , | cioè 
b—2.4 , e c=j/(a a — aS — 24)=!; onde |/ ( 5 -t- 2 [/t)) 

Sia proposto il binomio imaginario t-*- 4 l/ — *• dal quale 
estrar si voglia la radice quadrata. Sarà 0=1 , \Zb—^/- — 3 , cioè 
b=z — 48 , c=q/( i-t-48) = 7 » e perciò \/ ( 1 — 3 )— a-tq/ — 3 . 

Finalmente si estragga la radice quadrata dal monomio qua- 
lunque imaginario m[/ — 1. Sarà a— o, l>— — m a , czzm , e la ra- 
dice cercata =}/ J-t-j /- 7=)/ jX( ) ■ 

L’ istesso metodo, col quale abbiamo ridotta al secondo 
grado la precedente equazione del quarto, ci servirà per tratta- 
re molte altre equazioni dei gradi superiori. Sia data infatti 

l’ equazione Ax 2 ' 1 — Bx U — C—O , e posto x H =zy, 0 sia xz=.^/ y 

, . r> /1 1 • 1 j BZZ\/(B a -*-£AC) 

sara Ay 1 — By — C=o ; onde si deduce yzz — 



2 A 



pereto 



iò xzz^/i 



B^/{R*-*-\AC) 



2 A 



Questa formula, a motivo del- 
la ambiguità de’segni, ci dà quattro radici nel caso di n pari, e 
due in quello di n dispari: vedremo quali siano le altre radici 
in seguito, quando dimostreremo che una equazione ha tante 
radici, quante unità contiene il di lei grado. 



CAPITOLO IX. 

Della natura e delle proprietà dell’ equazioni . 

35 . 

Equazione si dice qualunque eguaglianza tra le quantità co- 
gnite ed incognite in qualsivoglia modo mescolate tra loro, e si 
divide in due membri per mezzo del segno di eguaglianza = . Si 
dice radice di una equazione quella quantità, che sostituita in 
luogo dell’incognita soddisfi alla medesima equazione, cioè 
rende un membro eguale all'altro: cosi 1 è una radice dell’equa- 
zione x’-»-2x a =tojr — 7, perchè sostituita l’unità invece di x 
questa equazione diventa i-t-2=to — 7, cioè 3 = 3 , e quindi il 
primo membro si eguaglia al secondo. La radice di una equa- 
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zione si dice positiva o negativa, seconda che il di lei valore è 
positivo o negativo, irrazionale o razionale se il di lei valore è 
involto o nò tra’ radicali , reale o irnaginaria, se il di lei valoro 
è reale o imaginario. 

Un’equazione si dice ordinata, quando posti tutti i termi- 
ni nel primo membro, nell’altro si scrive il zero. In seguito 
supporremo sempre l’ equazioni ordinate; cioè se ni rappresenta 
il grado di una equazione, la porremo sempre sotto la torma (£,) 

(E) /‘-A ra - , + & m - a -Cx“- 3 *N=so 

ove A, B,C, .... N rappresentano qualunque quantità cogni- 
ta reale o positiva o negativa. 

Quella equazione dicesi completa, nella quale si trovano 
tutte le potenze dell’ incognita dalla massima fino alla minima, 
cioè fino al fermine cognito. Se l’equazione è incompleta, inve- 
ce de’ tei mini che mancano si scrive alcune volte il segno X . 
Così nell’equazione x t -*~bx , -*-cx-*-a~o mancando il secondo e 
ài quarto termine, questa mancanza si accenna così; 
x 4 X -*-bx * X c'x-t-a—C . 

Siccome le radici di una equazione sostituite in luogo 
dell’ incognita x rendono l’equazione ; viceversa se una 
quantità a sostituita in luogo dell’incognita in una data equa- 
zione (E) la rende =o, questa quantità a sarà una delle radici 
dell’equazione (E): inoltre il primo membro della medesima 
equazione si. potrà dividere per x—a. Per dimostrar oiò faccia- 
mo la divisione dell' equazione (E) per x—a, e supponghiamo 
che il quoziente sia 

x m -'+A’x m - 2 -*-B'x m - S +Cx m - i . ... +L'x+M' 

«d il residuo R. Avremo facendo la moltiplicazione per x — a, 
la quantità 

x m +A'x '” -I +B'r m “ 2 +C , x m_3 . . . . +L'x‘+M’x+R 

— ax m 1 — A'ax m 2 — tì’ax m ^ — L'ax — M'a 

che dovrà essere identica col primo membro, cioè l’istesso pri- 
mo membro della proposta (E): onde dal paragone dei termini 
avremo 

Tom. I. y 
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Azza-A 
B‘=Aa-+-B 
C'—B'a — C 



Il=M'a±i\ 

cioè 

A'zza — A 
B'z^a* — Aa -4-B 
C'zza • — A a 3 -t -Ba—C 



n=z m -Aa m -'+Ba m -\ . . . ztX. 

Ora siccome a è una radice dell’equazione (E), sarà Rzzo, cioè 
il residuo nullo, e quindi la divisione per x — a si fà esattamen- 
te. In due maniere adunque si potrà vedere se una quantità a 
è radice di una data equazione, o sostituendola in luogo di x, 
o dividendo l’equazione per x — a; poiché se la divisione succe- 
derà esattamente, potremo esser certi che a è una radice della 
proposta . Tante radici ha perciò un’equazione, quanti fattori 
di primo grado; e siccome il numero di questi fattori è eguale 
al grado dcH’equazione, ne segue che tante sono le radici di una 
equazione, quante unità contiene il di lei grado. Quindi anco- 
ra una equazione si può rappresentare per mezzo del prodotto 
de’ suoi fattori, cioè se le radici saranno a, b , c, d, ec. ; l’ equa- 
zione potrà mettersi sotto laforma(x — d)(x — b)(x — c)(x — d)e c.—o. 
Di qui apparisce che, seie radici sono tutte reali e negative, 
cioè — a, —b , — c, — d , ec. ; i termini dell’equazione (x-*-a)(x-t-b) 
(x-t-c) ec. sono tutti positivi; se poi tutte le radici sono rea- 
li e positive, i termini dell’equazione (x— o)(r— &)(x— c)ec. sono 
alternativamente positivi e negativi . E se una equazione ha tut- 
ti i suoi termini positivi, non potrà avere alcuna radice reale 
positiva, perchè sostituita questa in luogo dell’incognita, il pri- 
mo membro dell’ equazione sarà composto di termini tutti po«i- 
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rivi, e perciò non potrà annichilarsi. Se poi i termini di una 
equazione sono alternativamente positivi e negativi, non potrà 
essa avere alcuna radice reale negativa; perchè sostituita questa 
in luogo dell’incognita i termini del primo membro saranno o 
tutti positivi , o tutti negativi , nè perciò il primo membro potrà 
andare a zero. 

36 : 

Sia data una una equazione qualunque 

.. . . ±Rx m ~ T . . . . ±T=o, 

in cui il coefficiente del primo termine sia l’unità, ed i segni 
dei termini siano alternativamente positivi e negativi, in modo 

che nel termine ±Rx m r abbia luogo il segno superiore se r 
è pari, e l’inferiore se r è dispari, e cosi pure nel termine ±7' 
valga il segno -+• se il grado m è pari, e il segno — se m è dispa- 
ri. Sarà sempre A eguale alla somma di tutte le radici. Sdrai- 
la somma dei prodotti delle radici prese a due a due, Czz alla 
somma dei prodotti delle radici prese a tre a tre, e cosi in segui- 
to fino all’ ultimo termine T, che sarà eguale al prodotto di tut- 
te le radici . 

Per dimostrar questo teorema, siano a,b,e,d,e....t le 
m radici della equazione data, ed essa equivarrà alla seguente 
(x — a)(x — b)(x — c)(jt — d)(.c — e) .... (x — t)~o , 
e fatta perciò la moltiplicazione di tutti questi fattori ne dovrà 
risultare il primo membro della proposta. Ora se si concepisco 
eseguita una tal moltiplicazione, è facile il vedere che ciascun 
termine del prodotto conterrà come moltiplicatore o il primo o 
il secondo termine di ogni fattore, e quindi tutti i termini del 
prodotto si otterranno, se moltiplicheremo in tutti ì modi pos- 
sibili i primi termini in alcuni fattori, ed i secondi in tutti gli 

altri. In particolare il termine x m nascerà, quando nella molti- 
plicazione si prenderà in ciascun fattore il primo termine. L’ul- 
timo termine si otterrà, quando in tutti i fattori si prende 
il secondo termine; onde sarà T eguale al prodotto di tutte le 

radici. Il termine — Ax m ~ l nascerà dalla somma di tutti quei 
che si formano, se in m — i fattori si prende per moltiplicatore 
il primo termine, e nel fattore che rimane il secondo; ma que- 
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sto fattore che rimane o sarà il primo, o il secondo, o il terzo, 
oc., o l’ultimo, ed avremo perciò o —ax m ~ I , o —bx m ~ l o 
— cx m ~ 1 , ec. o finalmente —tx m ~ l ; dunque —Ax™^ 1 sarà 
— (o-t-i-e-c • • . -*-t)x , cioè A eguale alla somma di tutte 

le radici. Il termine Bx ~ sarà eguale alla somma di tutti 
quei, che nascono dal moltiplicarsi in m — a fattori i primi termi- 
ni, e negli altri due i secondi, i quali due si dovranno variare 
in tutti i modi possibili , e ci daranno il prodotto di due qualun- 
que delle radici ; dunque li sarà eguale alla somma dei prodotti 
a due a due di tutte le radici . Generalmente il termine 

±Ri m r sarà eguale alla somma di tutti quei , che si formano, 
allorché nella moltiplicazione si prende in m — r fattori il primo 
termine, e negli r rimanenti il secondo. Questi r fattori variati 
in tutti i modi possibili ci daranno i pt/<dwjj formati da r qua- 
lunque delle radici, e questi prodotti avrRino il segno o — 
secondo che r sarà pari o dispari, quale appunto è il significato 
del doppio segno di R; onde sarà R eguale alla somma di tutti 
questi prodotti di r radici. 

Si osservi però, che noi abbiamo supposti A, e C, e gli 
altri coefficienti in posto pari negativi: onde in una equazione 
qualunque, che abbia per coefficiente del primo termine l’uni- 
tà. sarà il coefficiente del secondo termine col segno mutato 
eguale alla somma delle radici, il coefficiente del terzo termine 
col suo seguo eguale alla somma dei prodotti delle radici prese 
due a cluc, e cosi degli altri. 

3 7 . 

Passiamo a dimostrare un altro utilissimo teorema, il qua- 
le c’insegna a trovar la somma delle potenze di tutte le radici. 
Sia proposta adunque l’equazione (E) 

(E) x m -Ax m - l -*.Bx m ~ 2 -Cx m ~ S . . . . ±71=0 
di cui le radici siano a, b , c , .... t , e si ponga 
P—a-*-b-*-c .... - 4 ~t 
. . . . 

ed ip generale 

ri(r) r ,r T .r 

E' 'zza -t -b ,-4-c . . . . -t-£ 
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Sostituiamo nella p.opo.t. in lungo * « ‘««e *' ■*<»«. ' d 

avremo 



m 



m 



m 





...±r= o 


■_ A b m - 1 +Bb m - % -Cb m ... 


o 

II 

CN 

+1 


... 


±Tb=o 


1 a — Ct m ~~^ ... 


... ±7~o 



e sommando quest’ equazioni avremo 



m ,m jn 
a -*-0 -+-C 

m— a^m—a 



m — a\ /-/ -tu — 3 



m— 



*) 

. si. sostituendo 1. lettere P , P“>, ec. in luogo de' loro valor. 

p( m ) = Ap( m ~ ì) —R p(m ~ J ' ) -*- Cpm ‘ * • • • =pmT - 

Moltiplicando adesso la proposta per * otterremo 

1 M ~ ffl— 2 



x m -*- 1 -Ax m -Bx m ~ +Cx 
e sostituendovi le radici a, b , c , ec 
a m +'zzAa m -Ba m -'+Ca 



:Tx 



w-a rpTa 

b m + i =Ab m -Bb m - l +Cb m ~* =p 



ec. 



e sommando avremo . . 

p (mH- 1 )_^p(^ ) _ B p (m - I )^CP (m - a > .... q=TP. 

Similmente se moltiplichiamola proposta per *» , troveremo 

p (m-*-a)_ /4 p('»w-*)_BpH+Cpl' B_,) .... =pTP<»>. 

Onde in generale, se r è >m, sarà sempre 

pM^AP^-'ì-Bpt'-^+CP^- ec. 

Un simile teorema ha luogo nel caso di r<m: per 
sicario supponghiamo che l’equazione (£) « divida pel fattore 
r _*, poHa medesima equazione (E) pel fattore x-b , e cosi in 
Mguit 0 P fino all’ ultimo fattore «-*; ne nasceranno le seguenti 
equazioni (C) 
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x m ~ 1 -A' x* 1 -*-*# x m ~ 3 —C' x m ~ 4 zzS=o 

x m ~ l —A"x m ~ % +Br.v ,n ~*—C"x n ~^ *zS"=o 

x m ~ 1 -A'"x m - 2 -*-B"'x m - 3 -C"x m -4 . . . . =fS'"=* 



. . . - 5 M =0 . 

Io dico che sarà 

A’-hA"-A'" +A (m) =(m-i)A 

B'+U+B'" +B {m) =(m-2)B 

C+C'+C" -*-C (m )=(,n-3)C 

S’-*-S"+S l " ... . -4-S ( " l) =S 

Poiché le radici dell’ equazioni (G) sono le radici medesime del- 
la proposta eccettuatane una, la quale si muta in ciascuna di 
quell’etiuassioni. Onde essendo A', A" , ec. le somme delle ra- 
dici delle respettive equazioni, nella unione delle quantità A' , 
A", ec. ciascuna radice sarà contenuta m — i volte, e perciò sarà 

A'+A'+A"' *-^ <w) =alla somma di tutte le radici molti- 

plicata per m — I, cioè z^(mr—ì)A. Cosi essendo B' , B” , ec, i 
prodotti di due radici delle respettive equazioni , qualunque 
prodotto per esempio ab mancando in due di queste quantità 
B' , B" , ec. si troverà in tutte le altre, onde sarà 

B'-+-B"-t-B"' .... •*-B^ m ^ eguale ai prodotti di due radici presi 
m — a volte, cioè sarà =z(m— 2 ,)B . Nella medesima guisa si di- 
mostrerà il resto . 

Ora essendo per le cose precedenti (35) 

A’^zA-b 



A^zzA-t 



S. 



è. 
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sara A’-*- A" . . . -t-A^=(m—i)AzzmA—P, cioè 
PzzmA — (m — i)AzzA . 

Inoltre sarà (35) 

B' —B—aA’—B—aA+a 3 
B"=B — lA-+-b 3 



B^—B—tA+t 3 

e qnindi B'h-B" . . . -*-B^ rn ^—(m—2.)B~mB — AP-t-P ^*) , 
eioè P (l ^—AP—%B. 

Similmente (35) 

C'—C — aB'—C — a B-t-a 3 A — a * 

C"=C—b B-*-b a A — l l 



C ( m )—C—t B-*-t % A — t 3 

e perciò C’-4-C" . . . +d m) =:{m-ò)C=zmC-BP-*.AP^-P<.'), 
cioè P^hzAP^-BP+SC. 

Continuando col medesimo metodo vedremo in generale, 
qualunque sia r o maggiore o minore di m, esser sempre 

P (r) -=AP^ r ~ l ì—BP^—^+CP^ 3 ) ±r R 

ove R è nell’equazione (E) il coefficiente della potestà x m r , 
e per riguardo al segno ambiguo ±, il segno -+- si deve prende- 
re nel caso di r dispari, ed il segno — , quando r è pari . 

38. 

Trovate le somme delle potenze delle radici di una data 
equazione, si potranno anche ottenere le somme di tutti i pro- 
dotti, che si possono formare delle radici della medesima. Sia- 
no a, b, c, d, ec. queste radici, e rappresentiamo col segno 

p( m > n ) j a gomma di tutti i prodotti della forma a m b n , che si 
possono fare con le radici , ponendone ciascuna in luogo dell’al- 
tra: in modo che se le radici sono due sale a, b, sia 
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p{ rn > n ) =a v ‘/, T ’ a n , «e sono tre a,b ,c, sia 

p (m, «) =a m j' ! 4V +a " 1 cVa" + i m cV5' 1 , e così in 
seguito se le radici fossero in maggior numero, si aggiungano 
ai precedenti termini quei che nascono dalle nuove radici. Si- 
milmente sia P^ m ’ n, PÌ la somma di tutti i prodotti della for- 
ma a m b n cP ; la somma di tutti i prodotti della for- 

ma a n b n cP<fl , ec. e sia proposto di trovare il valore di queste 
quantità, quantunque non si conoscano le radici a, b, c, ec. 

A questo effetto si osservi, che moltiplicata P ^ ^ cioè 
a' 1 -*-b m -*-c m -+■ ec. per P ^ o sia a n -*-b n -i-c n -+~ ec. ne nasceranno 
tutti i termini della forma a n ~*~ n , e tutti quelli della forma 
a m b n , onde sarà pW.pW^^Kp^ > “>, e quindi 
p( m ’ n ) = p( m ) p( n ì — p( m ~*~ n ) > c i 0 ^ g j conoscerà il valore di 

p( m i n ) * perchè dalle formule precedenti abbiamo quelli di 

p(m), p (n)' p {m+n) . 

Così pure se moltiplichiamo n ^ per P \ questo prò- 

dotto conterrà prima tutti i termini della forma a' n ~*~Pb n , poi 
quelli della forma o n ~*~P b m , e finalmente quei della forma 

m.n p n ■ j - n( m ’ n ) n{p) 

o h c r . Quindi avremo P y '.P w — 

p (m+-p,n)_^ p (n->-p,m)^ p {m,n,p) ' e perciò p(m,n,p) __ 

p {m, n) p{p)_p{m-*-p,n)__p{n-*-p,m) _ cioè avremo il valore 

«li p( m,n, P) , perchè già conosciamo quelli di P^ e di P ^ \ 

Col medesimo discorso troveremo P^ m ’ ’P’9 — 

p( m > n,p) p (e{) p(m-*-q , n,p)_'p(m, n-*-q ,p) p (m , n,p-+y ) , p jn 

simil guisa le somme dei prodotti di un maggior numero di fat- 
tori . 

Per dare un esempio sia proposta l’equazione 
.t *— a.* 1 — x-t~ 2 ^:o, la quale paragonata coll’equazione generale 
(E), ci dà A—%, Bzz—i, C=z~ a, e si voglia il valore di 

M 
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p( ,,a,a ), cioè la somma di tutti i prodotti ai a c» , che *i posso- 
no formare colle radici della equazione data. Nel valore di 

p( m ’ n >P) ponendo m—i , n= 2 , pz = 3 avremo 

p( , » !l » a )_p( I » 2 ) < p( a ) — p(4> 2 ) — onde bisognerà cercar 

prima i valori di P, P ^ . . . P^\ poi quelli di />( 1 > 2 ) p(4> 2 ) ^ 

p( 5 >'K Ora abbiamo P= 2 , ^<*>= 6 . P ( 3 ) = 8 , P i4) = 18 , 

P ( 5 ) = 3a, P< 6) = 66, p(‘ ,2) =P. P ( 2 , -P ( 31 =4. 

p(4» a )_p(4) _ p( a )_p( 6 ) = 4a,p( 5 > 1 )=p( 5 ) . P— P (6 )=— a : sa rà 

dunque P^ 1 ’ 3 ’ =32— -42-+-2=— 8 . 

Convien riflettere, che nel caso di m=n i termini a b n c^ec., 

a l b m c ? ec. sono eguali, e cosi pure sono eguali a due a due 

quelli, che compongono il valore di p( ,rt ’ n >P» ec -) . on( j e se vo _ 
lessiino la somma de’ soli termini dissimili, dovremmo dividere 

il valore di p( m,n ’P ,ec ) per a. Similmente se m —nx rp , i termi- 

. m,n p m n.p ,m n p n p rn n.p 

ni a b c r e c., a c b r tc.,b a c 1 ec., b c a r e c. , c a b r e c., 

c m b n a.P ec. sono eguali, e così pure tutti gli altri termini del 

valore di p( m,n, P ’ ec •) sono eguali a sei a sei; e perciò allor- 
ché si vogliono i soli termini disuguali, convien dividere il va- 
lore di p( rn ’ n 'P’ t!C ') p er 6 = 2 . 3 . Nell’istessa guisa se si voglio- 
no i soli termini disuguali . allorché m-=n—p—g r n quando m — » 

e p— 7 , il valore di p( rn ’ n ’P’ ec ’) g j d eve dividere nel primo ca- 
so per 2.3.4> nel secondo per 2 . 2 , e cosi in seguito . 

3 9 . ' 

Venghiamo alle trasformazioni dell’ equazioni , e in primo 
luogo una data equazione (E) 

(E) x m -Ax m ~ 1 -+- . . ..±T=o 

si debba trasformare in un’altra, le radici della quale siano 
eguali alle radici della proposta moltiplicate per h. Si faccia 
Tom. I. jo 
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r= j, e sostituendo»! questo valore di x nella equazione (Tv) si 
avrà 



m m — i 

'—A' 



rrt—2 m— 3 

a 

A ,r ‘" a A '” -1 



± T—c . 



m 3 .... db Th m =o 



0 sia moltiplirando per h 

y —Ahy -4-5/1 a y — 

Ora essendo a=^-, sarà y=Ajr , cioè le radici della trasformata 

saranno eguali a quelle della proposta moltiplicate per h. Si 
osservi che la trasformata non differisce dalla proposta, se non 
che i termini di questa sono respettivamente moltiplicati per i 
termini della progressione geometrica i , À, h 2 , k \ ec. : onde se 

1 termini di una data equazione (E) si moltiplicheranno per i 

termini della progressione i , , £7 » ec - > 1 equazione 

, , ijn 

k Jfc* A* fjn 

che ne risulta, avrà le sue radici eguali alle radici della propo- 
sta moltiplicate per o sia staranno queste a quelle come A 

Si debba adesso trasformare un* equazione qualunque in 
un’altra in modo, che le radici positive conservali o 1 °ro va 
lore divengano negative, e le negative si cangino in posi IV ®* 
faccia x=-Y, e sarà anche yzx-x-, onde dopo questa sostitu- 
zione le radici acquisteranno segni diveisi. e equazione e 
grado pari, siccome le potestà pari d. a: non soffrono alcuna mu- 
tazione, si dovranno semplicemente in u 1 are 1 segni ' j 

che sono in posto pari . Al centrano se 1 equazione e d. graffo 
dispari, si dovranno mutare i segni dei termini *“£ 
sto dispari . Ma poiché salva equazione si pom ^ a 

C ni a tutti i termini, anche in questo caso la cosa si riduce a 
cangiare i segni determini situati in posto pan. 

Ora proposta qualunque equazione (A) 

m 4 jn— 1 . n r m ~ i —Cx m ~ 3> ± 7^=0 



(E) 



-Ax 



\ 
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ff ne debba trovare un’altra, che abbia per radici le radici del- 
la proposta accresciute o diminuite della quantità h . Facciamo 
x=h-+-y , e sostituendo questo valore avremo la cercata equa- 
zione 

h m —Ah m ~ 1 -t- Bh m ~ 2 — Ch m ~^ ±T 

- 4 - ) J/ t ' n “ a -»-(/n-2)fiA'” _3 -(m-3)CA m “ 4 -s-ec.)y 

im (m— t)(m— o) f m — 3 (m— r)(w— a)(m— 3) ^M +ec \ r , 

a. 3 a. 3 



Questa equazione è scritta in ordine inverso, e cominciando 
dall’ultimo termine passa al penultimo, ed agli altri gradata- 
mente, e le di lei radici sono eguali a quelle della proposta di- 
minuite di A, perchè yz=x — A. Che se le radici della proposta si 
dovranno accréscere, in questo caso in luogo di A si dovrà scri- 
vere —A . 

E chiaro , che l’ultimo termine della trasformata si ottiene 
scrivendo nel primo membro della proposta A in luogo di a:, il 
coefficiente del penultimo, se ciascun termine dell’ultimo si 
moltiplica per gli esponenti respettivi di A, poi si divide per A, 
e in questo mancherà il termine T, perchè in esso l’esponente 
di A è =o: dal penultimo si otterranno gradatamente i termini 
seguenti nella medesima maniera , ma converrà inoltre divider- 
li respettivamente per a, 3,4-, ec. Per maggiore schiarimento, 
se chiamiamo A' , B'y , C'y* , D'y‘ , ec. i termini dell'equazio- 
ne cercata , sarà 



A'=h m — Ah m 2 ^:QA 3 ±/?A a qrSA±T 



B'—mh m ~ 1 -(m - 1 ) Ah m ~*+(m- 2 ) Bh m ~ ò . . x 4 

C^^^A" 1 - 2 - fafcìU OT - 3 .... 

ri ,_m(m—i)lm—2) I m—3 (m— ■ )(m— *)(<n— 3 ) ,,m— i ^ 

V ~ TTi h T.i Ah ■■■■+Q 

CC. 

Per esempio l’equazione x*— 2a7 5 -i-3x a — 4x-t-5=r< o si voglia tra- 
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sformare in un’altra, che abbia le medesime radici diminuite 
della quantità h. Sarà 

A’~ h* — 2 h > -*-ìh 3 — 4/1-1-» 

B'—J^h ‘ —6 h 2 — 4 

C'=6/* 4 — 6 A-h 3 
IY—^h — a 
E'—i 

e l’equazione cercata sarà 

y 4 -+-{44 — a) y 1 -*-(6/1 2 — 6A-t-3) y * -t-( 4 ^ ’ — 6/1 *-*-6A — 4)}' 

-+-A 4 — ìh'A-Sh 2 — 4/i-+-ó=o , 
la quale posta h——i diventa 

y 4 — 6y *-f-i 5 y*— 2oy-*-i à~o 

e le radici di questa equazione superano di una unità le radici 
della proposta. 

Nel ricercare la precedente trasformata abbiamo incomin- 
ciate le 'sostituzioni dal termine h: che se le cominceremo dal 
termine y, avremo invero la medesima trasformata, ina con 
altr’ ordine di termini. Ponendo infatti x=ry-*-/r avremo quest'e- 
quazione sotto la forma 

y m -\-{mh—A)y m ~ ‘ hh , ) Ah^B^* 

2 Bh — C ) » m - 3 ^ec.=o 

Di qui apparisce, come da una data equazióne si possa to- 
gliere il secondo termine . 'Nella trasformata, che abbiamo ades- 
so ottenuta svanirà il secondo termine, se sarà mh—A~ O, o sia 

A A 

h~—; e perciò se ponghiamo x=y-*-— . nell’equazione risultan- 
te mancherà il secondo termine. 11 terzo termine svanirà, se 
sarà (w— 1 )Ah+B=o , cioè A=^± \/ (^ 7 — m 2_ m )' 

Nella stessa manierasi potrà togliere dall’equazione il quarto, 
il quinto termine, e gli altri. Ma ciò per lo più è mutile; la 
mancanza del secondo termine è spesso utilissima. 

4 o. 

Se nella trasformata precedente ponghiamo kzzM-*-i , ne 
nascerà 

A’=(M + 1 ) m -A(M+ 1 ) m ~ 1 -^fl( Af-t - 1 ) m ~ a . ...±T. 
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Ora se —A/ è il massimo coefficiente negativo dell’ equazione 
proposta, io dico che A' sarà positiva . Per dimostrar ciò si os- 
servi , che , (A 7 -f-i)* 

=zM (M-*- 1 ) * -h( A/-+- 1 ) a = A/( A/-+- 1 ) 2 -t-Af (A/-+- 1 )-+-AT+-i , 

(M-+- *=Af(M-4-i ) )* 

-+-A/( A/-*- 1 1 , e generalmente 

Siccome M è* il massimo coefficiente negativo dell’equazione, 
se nell’espressione di A' ponghiamo in luogo del primo termine 

(Af-t-i) il di lui valore adesso trovato, vedremo facilmente 
che questo primo termine è maggiore della somma di tutti i se- 
guenti; onde il valore di A' è positivo, quaudo anche tutti i 

termini A(ftf-t-i) m 1 , ec. fossero negativi. Nella medesima 
ipotesi di , sarà 

B'=m(M - h ! ) m ~ l - (m-i). 4 (M+i) W ' a +(m- 2 )S(M+i)" , “ 3 +«. 

ove se nel primo termine in luogo di 1 ponghiamo il 

suo valore 2 -*-Af(Af- t-i) m **.... -*-Af-*-r, vedremo 

che questo, primo termine è maggiore di tutti gli altri presi in- 
sieme, e quindi la quantità Bf è positiva. In simil guisa si di- 
mostrerà che tutti i coefficienti C', D’ , ec. della trasformata 
son positivi; onde le radici reali della trasformata sono in que- 
sto caso tutte negative ( 35 ): e siccome x — M — i~y , ed y nega- 
tiva, sarà Af-t- 1 >.r , cioè maggiore della massima radice positi- 
va della proposta. 

Una quantità maggiore di tutte le radici positive della pro- 
posta si chiama il limite delle radici positive, c per esso può 
prendersi il massimo coefficiente negativo accresciuto dell’uni- 
tà, ma spesso non sarà questo il limite più prossimo. Per aver- 
lo convien cercare il minimo valore di h, che renda positive 
tutte le quantità A', B' , C',ec. Prendiamo per esempio l’equa- 
zione ar*— ax*-*- 3 x J — 4 a>t- 5 =;o ( 3 q), ove — 4 essendo il massimo ' 
coefficiente negativo, possiamo prender 5 per limite delle radi- 
ci positive. Ma per avere se è possibile questo limite più prossi- 
mo alle radici cerchiamo il valore di A, che rende positive le 
quantità A' , B' , ec. Primieramente h—\ rende positiva la quan- 
tità D' , ed un valore qualunque di A maggiore di 1 fa lo stesso 
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effetto. Anche C è resa positiva Ha /eri , ma questo valore ren- 
de B'zzo ; onde convien prendere h~ a, e come h~ 2 rende posi- 
tiva anche A' , sarà a. il più prossimo limite delle radici posi- 
tive . , 

4-J- 



Ritornando alle trasformazioni osserviamo , che general- 
mente qualunque trasformazione si riduce alla ricerca di una 
equazione, le radici della quale hanno una data relazione con 
le radici della proposta. Chiamate a, b , c , d , ec. le radici della 

f iroposta, se ne formino quelle della trasformata richiesta, ed il 
oro numero ci darà il grado della trasformata , la loro somma il 
coefficiente del secondo termine , la somma de’ prodotti a due a 
due il coefficiente del terzo, ec. Qualunque sia la relazione da- 
ta, purché sia razionale , questi coefficienti saranno espressi per 
i prodotti e per le potenze delle radici della proposta, e quindi 
per le cose precedenti (37, e 38 ) saranno «lati per i coefficienti 
«leJla proposta. Facciamo l’applicazione di questo metodo ad 
alcuni casi. 

L’equazione data 

m . m — 1 „ m— a ,, m — 3 . -r, 

x —Ax -4-Iìx —Lx ±t=o 

si debba trasformare in un’altra, le radici della quale siano le 

potenze n. delle radici della proposta. Saranno a \ b 1 , c n , ec. 
le radici della trasformata, ed il loro numero m ; onde se rap- 
presentiamo questa equazione per 

y m -A'y m ~ l - t -B'y m ~ 2 —C'y m ~ i - . . . ± T=o 

. —p ( n } , B l —a. n b n -*-a n c n -¥- ec. 

p(n,n,n ) 

n t nyi . * 

b a -f-ec . 



' v n jti n 
sara A zza -+-c • 



■ec. 



[n, n) 



n < n,n n 

, C ~a b c h 



2. .3 



D'= 



pi n 1 tJ i ti , n ) 



ec. Sia proposta per esempio 1 ’ equazione 

a. 3 . 4 

x«-ai-«+.r— 1=0, ove A — 2 . B= 1. r=i , e sia n— a. Avremo 
V =.2 , ± 5 , p(‘) — 17, P li >= 2 g, 

fi, P* 2 ,aì ~6 , e quindi A’— 2, B‘— — 3 , C—i , e le 

radici dell’equazione y»— 3 y— 1=0 saranno i quadrati 

delle radici della proposta. 
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Adesso un’equazione qualunque si debba trasformare in 
un’altra, che abbia per radici le somme di due qualunque del- 
le radici della proposta, cioè a-t-b , a-*-c , a-*-d, ec. , b-t-c,b-t-d , ec. 

E facile il'vedere, che il numero di queste radici è — 'I — li, 

e posto questo numero sia la trasformata 

y —Ay -*-By — C y ,...d=F'=o. 

Per trovare piti facilmente i coefficienti A' , B' , ec. , rappresen- 

/ r \ eiiinr , 

tiamo per Q v ' la somma delle potenze r. delle radici di que- 

sta trasformata, o sia la somma dei binomj (a+b) r , (a-^c) r , 

(a-W) r , ec., (t-+-c) r , ec., e vedremo che il valore di Q ^ con- 
terrà prima le potenze delle radici della proposta molti- 

plicate per m — i, perchè in m — i binomj è compresa ciascuna 

di queste radici, poi la somma dei termini della forma a 1 b 

moltiplicati per r, i termini della forma a moltiplicati 

per — — , quei della forma a b moltiplicati per , 

e cosi in seguito . Onde sarà 

’ 'K r ±=l} p(r ~ 2,2) 



r(r-,)(r-2) . . . (^?) p(l’Ì) 



2.3.. 



nel caso di r pali , e 

Q< r > = =(m-.)pW-^P (r - 1 p r -*' %) 




2 



nel caso di r dispari. Se nella prima di quest'espressioni sosti- 
tuiamo i valori di P (r_I ’ ^ , P (r_a ’ a) ,^c. (38), avremo 
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Q (r) =(w~i )p( r )-t-rP. p( r ~ 1 ) 



r(r— 1 ) . . . 

h 


(?) 


a . 3 ... 
r(r- 0 • . . | 


. 

a 

fr-4-r\ 


[-) 


a . a . 3 . . 


r 

a 


r ( r — 1 ) • • • | 


(?) 



a . a . 3 . . . — 

a 



è eviden- 



^ t | r — i 

tornente — i=a — i ;dunque avremo nel caso dir pari 

Q^=(m—2 ~ 1 ) P^-t-rP. L ( lr') p(*)'p{r— a) 

i 

*-> • • • (?) P (r) . P fi) 

“4“ ■ .... , — 

» a r a 

2.0 • • a • ” 

3 

E col medesimo discorso vedremo , che nel caso di r dispari sarà 






<~> ■ • • (?) 



a . 3 . 



r — f 
a 



Trovati in tal modo i valori di Q, Q la \ ec. avremo (37) 



Q = 4 ’ 

Ql*'=.4Q -a B' * 

Qf-'i—A'Q^y—B'Q -i-3(7 
Qt ’ ) = ^'QO ) _£(' QC . )+C'Q — 427 
ec. 

e quindi 
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J'=Q 

b-=£Q=2— 



8i 



~ i 

4 

ec. 

Per trovare le trasformate si può alcune volte usare un al- 
tro metodo, di cui daremo un esempio. Proposta l’equazione 

x m —Jz rn ~ * +B/ n ~' ì ‘-Cx m - i ±7=o 

di cui le radici sono a , b, c, ec., se ne debba trovare un’altra, 

, , . , a a b b c c 

che aDDia per radici le quantità — , — , ec. — , — , ec. — ,y,ec. 

E chiaro che il grado di questa trasformata sarà =m(m — 1 ), e 
col solito metodo si potrebbero trovare i di lei coefficienti ; ove 

si osservi che essendo v una radice, ve ne sarà un’altra — — , e 

. . y 
perciò la trasformata sarà tale, che rimarrà la stessa ponendovi 

y in luogo di y, cioè l’ultimo termine sarà eguale al coeffi- 
ciente del primo, il coefficiente del penultimo sarà eguale a 
quello del secondo, e così degli altri: la quale osservazione 
toglie la metà della fatica. Ma invece del metodo solito si po- 
trà usare anche il seguente: sia x' una radice della proposta 
diversa da x , ed avremo similmente 

x'" l -Ax' m -'+Bx m -*-Cx' m -\ . .. ±7 =o. 
x ’ 

Ora poiché v± — , e quindi x’xzxy , si sostituisca questo valore 
di x' , ed avrassi 



m m 
x y 



-Ax m -'y rn -'+Bx m -*y m - % . 



A questa equazione soddisfa yrri ; onde si potrà dividere per 
y — 1 » e fatta la divisione ne nascerà una equazione della forma 

r m J n — 1 r> m — 2 n m — 2 

5 y — "y ~*~vy — ec. =o . 

Per mezzo di questa e della proposta si elimini x, e si otterrà 
la ricercata equazione in y. Insegneremo in appresso come si 
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debba eseguire questa eliminazione. Se avessimo omessa la di- 
visione per y— i , la trasformata oltre le radici — , — , ec. — ,cc. 



avrebbe avute anche le radici — , -7- > — . ec. cioè m radici =r. 

a b c 

Infatti > — i ci dà x x ; e perciò il fattore y — i è superfluo, 
quando si vuole che le due radici x ed x' siano disuguali; ed 
allorché questo fattore si ammette, esso ci dà i casi, ne’ quali 



x : 



A 2 - 



Se due quantità reali h e k sostituite in una equazione in 
luogo della incognita rendono il primo membro una posiiivo , e 
l’altra negativo , l’equazione avrà per lo meno una radice rea- 
le , i di cui limiti saranno h e k , cioè una di queste quantità sa- 
rà maggiore, e l’altra minore della radice. Sm P la somma di 
tutti i termini positivi della equazione, e — Q la somma di tut- 
ti i termini negativi, in modo che la proposta sia P—(^=z o. Sup- 
ponghiamo primieramente le quantità/* e k ambedue positive, 
e k>h-, se posta x =/* è il primo membro P— Q positivo, e posta 
x=zk è P — Q negativo, è chiaro che nel primo caso P è >Q , c 
nel secondo P<Q. Ma siccome le quantità P e Q sono ciascuna 
composte di termini positivi e di potenze intere, è evidente che 
esse cresceranno al crescer di x, e che aumentandosi x per gradi 
insensibili da h fino a k esse [iure aumenteranno per gradi insen- 
sibili, ma P crescerà meno di Q, perchè di più grande, che era 
prima, è poi divenuta la più piccola, e perciò vi sarà un valore di 
x tra i due valori di h e di k , nel quale sarà P eguale a Q. Ciò 
si rende sensibile, se si paragona al caso di due mobili, i quali 
partendo da due punti differenti percorrono in modo la medesi- 
ma linea, che quello , il quale era prima indietro, si trovi in 
seguito più avanti dell’altro; perchè è evidente che essi devono 
essersi necessariamente incontrati nella loro strada. Questo va- 
lore di x, che renderà P eguale a Q. sarà dunque una radice 
reale della proposta , e raderà tra h e k. Se posta x — h fosse P—Q 
negativa, e posta x=k fosse P—Q positiva , avrà luogo il mede- 
simo discorso, e solo dpvrà in esso cangiarsi P in Q e vice- 
versa. 

Se le due quantità h e k, o una di esse fosse negativa, se 
ne prenda una terza r in modo, che r-+-A,er-*-A siano ambedue 
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positive, e si trasformi la proposta ponendovi y — r in luogo «li 
x. Sostituendo nel primo membro della trasformata r-i-A ed r-*-/c 
in luogo di y avremo due resultati di segno contrario, perchè 
questi resultati sono quei medesimi, che si otterrebbero ponen- 
do h e k in luogo di x nella proposta. Avrà dunque pel ragio- 
namento precedente la trasformata una radice reale compresa 
tra r-t-h ed r-t-X , e perciò , a motivo di x—Y — r, anche la propo- 
sta avrà una radice reale compresa tra h e k . 

Pertanto, se una equazione ha l’ultimo termine negativo, 
avrà sicuramente per lo meno una radice reale positiva. Sia 
questa equazione 

x m -Ax m -'+Bx m - 2 . . . . -7=o, 
e facendo nel primo membro .r=o avremo un resultato negati- 
vo — T. Ora se / rappresenta il limite delle radici positive del- 
la proposta, e facciamo xzzd , il primo membro diventerà posi- 
tivo (4o). Una radice adunque cade tra o ed /, e perciò è posi- 
tiva . 

•Se essendo pari il grado m si pone in questa equazione — a; 
in luogo di x, l’ultimo termine rimarrà negativo; onde questa 
nuova equazione avrà una radice positiva, e quindi la proposta 
una radice negativa. Se il grado è dispari e l’ultimo termine po- 
sitivo, ponendovi — x in luogo di x l’ultimo termine diventerà 
negativo, e la nuova equazione avendo una radice positiva, ne 
segue che la proposta avrà una radice negativa. 

Una equazione di grado dispari avrà sempre un numero di- 
spari di radici reali; perchè se si vuole che questo numero sia 
pari, tolte queste radici mediante lu divisione dell’equazione 
per altrettanti fattori, l’equazione che ne risulta sarà di grado 
dispari, ed avrà perciò un'altra radice reale. Nell’ istcssa ma- 
niera si dimostrerà, che una equazione di grado jwri ha sempre 
un numero pari di radici reali; onde qualunque equazione non 
può avere che un numero pari di radici immaginarie. 

Se una equazione ha tytte le sue radici immaginarie, il di 
lei primo membro si manterrà Sempre positivo, qualunque 
quantità reale vi si sostituisca in luogo di a'. Poiché se due so- 
stituzioni dassero resultati di segno contrario , la proposta avreb- 
be contro l’ipotesi una radice reale compresa tra le due quanti- 
tà, che sostituite hanuo dati questi resultati di segno contrario. 
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Le radici imnginarie dell’ equazioni *ono sempre della for- 
ma o-h/v'— » • Fatta la divisione di lina equazione proposta 
per i di lei fattori reali se ne ha, essa diventerà della forma 
m . m— 1 n m — 2 

^ ’O- A X +DJ . . . . T — n 

ove m è pari, e 1 ultimo termine è sempre positivo, perchè se 
fosse negativo, rimarrebbero "altri fattori reali. Si faccia 
m m m / 

x — ~~y > 0 8,a x — ' 1 / — i , e 1 equazione diventerà 




Se i coefficienti di questa equazione fossero reali , l’equazione 
avrebbe a motivo dell’ ultimo termine negativo una radice reale 
composta per mezzo di analitiche operazioni dei medesimi coef- 
ficienti . Si prenda dunque l’equazione 

m m — 1 , rn — 2 

z -t-az -+-oz .... — f — n 

ove i coefficienti a , b, ec. siano reali, e la radice reale di questa 

equazione sarà , qualunque sia, composta de’ coefficienti o, i,ec. 



Ma se invece di a, b, ec. vi porremo 




ec. , 



il valore di z diventerà quello di y, e sarà composto di quanti- 
tà tutte riducibili alla forma — 1; onde anche il valore di 

y , e quindi quello di x sarà riducibile alla forma o-t-ffj/' — 1 . 

Ma se una equazione (E) ha una radice della forma — 1, 

ne avrà un’altra della forma a — — 1 . Infatti l’equazione 
(E)~o potendosi dividere peV x — a — §\/—i , si faccia la divisio- 
ne, ed il quoziente sia — 1 , ove m contiene tutti i termi- 

ni reali, ed «[/ — 1 gl’ imaginarj . Sarà dunque 
( E)—(x — « — §{/— 1 ) {>n-*-n\/— 1 )=(x — a)rn-*-pn-t-(x — a)n(/— 1 
— fbwj/ — 1 . Ma come la quantità (E) si suppone di una forma 
tutta reale, convien che si distruggano tra loro stessi gl’ im- 
maginar], cioè che sia (x—^*)n — pmzzo , e l’equazione (E)zzo 
sarà (x— a)w-t-^nr=o . Ora io dico che questa equazione è divi- 
sibile per x— — t, e che il quoziente è m — n[ / — 1, poi- 
ché fatta la moltiplicazione ne nascerà 
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ix — a)m-t-()n — (x — «)«(/ — — i= o , che è l’istrssa equa- 
zione (E) a motivo di ( x — a)n—^m. È dunque l’equazione (E) 
divisibile per x—a^[/—i, e perciò a— fi [/ — i è una di lei ra- 
dice . 

Se i due fattori imaginarj ar—a — $\/ — i , x — <*-*-§[/ — I si 
■moltiplicano tra loro, il prodotto sarà r* — a ax-*-a 2 -t-(i a , cioè 
reale. Onde, siccome un fattore iniaginario essendo x—a — (fy/— i, 
ve n’è sempre un altro =r — — 1 » qualunque equazione è 
composta di fattori reali del primo, o del secoudo grado. 

44- 

Sia data una equazione qualunque (E )— o 

{E)-=x m -Ax m ~'+Bx m ~ % +Sx± 7=o , 

di cui le radici reali disposte per ordine di grandezza siano a , b , 
c, d . . . t, f n modo che sia prima scritta la massima positiva, 
e le altre gradatamente minori, e riguardo alle negative sia 
scritta prima quella, che prescindendo dal segno è minore, cioè 
se' si hanno — 7 , e — 3 , si ponga prima — 3 , e poi —7 . Se chia- 
miamo F il prodotto dei fattori immaginarj, che contiene la 
proposta , essa potrà ancora esprimersi cosi ; 

(E)—(x — a)(x — b)(x — c)(x — d) . . . (x — t)F— o. 

Adesso moltiplicando ciascun termine della proposta pel suo 
esponente, e dividendolo per x otterremo l’equazione 

(E )—tnx —(m — \)Ax -*-(m — 2 )Rx . . . +.S—Q , 

e saranno le radici reali della proposta (E)~c limiti delle radi- 
ci della equazione (£*)= 0 . Infatti in (E') poughiamo a in luo- 
go di x , e ne verrà 

ma — (m—\)Aa — a )Ba ... . z^.S, 

cioè l’ultimo termine della trasformata, che nasce dalla propo- 
sta ponendovi x-*-a in luogo di x (3q). Perchè essendo a una 
delle radici della equazione {£)= 0 , l’ultimo termine, che in- 
vero sarebbe 

a — Aa -+-tìa . . . . 

svanisce, e perciò il penultimo della trasformata generale di- 
venta l’ultimo nel caso, che h eguagli una delle radici della 
proposta . Posto ciò , siccome 

(E)zz{x—a)(x—b)(x — c){x — d) . . . (x—t)F—c , 
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ponendo x-*-a in luogo di x la trasformata sarà 

(x-»-a— b){x-\-a — c)(x-*-a — d) . . . (x-t-a—t)G~o , 

ove G è la quantità , in cui si cangia F, quando in luogo di x 
vi si pone .r- 4 -a. E poiché l’ultimo termine è eguale al prodot- 
to di tutte le radici preso col suo segno , o col seguo mutato, se- 
condo che il numero m — i di esse è pari o dispari , sarà 

ma’ 1 ' — (m — 1 )Aa m 2 ...+.S—(a — b)(a — e)(a — </)... (a — t)G i. 
Nell’istesso modo sì dimostrerà essere 

mb m 1 — (tn — i )Ab m 2 . . ,+S—(b—a)(b—c)(b — d ) . . . ( b — t)Gì 

mc n 1 — (m — i )Ac m a .. .^S—(c — a)(cj-b)(c — d). ..(c — t)Gì , 
ove Gì, Gì, Gì sono i valori di F, quando vi si ]>one xzza, 
—6, “c; e così in seguito per le altre radici. Ora essendo le 
quantità Gl , Gì, ec. necessariamente positive (4z), ed inoltre 
essendo a>b , b>c , c>d , e c., sarà la quantità (a- b)(a-c)...(a~t)Gt 
positi va, (l>—a)(b—c) . . . (b-t)Gì negativa, (c—a)(c—b) . ..(c-t)Gì 
positiva, e così in seguito . Mentre adunque nella quantità (£") 
si sostituiscono in luogo di x tutte le rad ic^, reali a , b , c , d , ec. , 
essa diviene alternativamente positiva e negativa , e perciò le 
radici reali della equazione (/£)= o sono limiti delle radici della 
equazione (£')=: o. 

Quindi, se tutte le radici della equazione (E )~ o sono rea- 
li , anche l’equazione (2s')=o avrà tutte le sue radici reali, e se 
questa ha qualche radice immaginaria, la proposta n<- avrà pc r 
lo meno altrettante. Se l’equazione (E')=o si moltiplica di nuo- 
vo per gli esponenti de’ suoi termini , in modo che ne nasca l’e- 
quazione (E ")= o , questa equazione avrà tutte le radici reali, 
se tali le ha la proposta (jE)=o. Perciò se qualunque data equa- 
zione (E)=o si moltiplica per la progressione aritmetica m, 
m—i t m—ì, ec. termine per termine, e l’equazione che ne ri- 
sulta si moltiplica di nuovo per la progressione m—ì . m—ì , 

m 3 5 ec , t e quella cheue nasce di nuovo si moltiplica per la 

progressione m—ì, m—ì, m— 4, ec. , e cosi in seguito, tutte 
1’ equazioni nate da queste moltiplicazioni, che chiameremo 
{£’)— o, (E")—o, (E"')—o, ec.. non avranno alcuna radice im- 
maginaria, se tutte le radici della proposta sono reali. 

La proposizione inversa non è egualmente vero , perchè la 
* proposta può .nere assai più radici immaginarie, che non ne ha 
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l’equazione (E')=zo . Per ben comprender ciò, siano a' , V , c, 
d' ...s' le radici reali di questa equazione disposte per oidine di 
grandezza; io dico che la proposta non potrà avere che una so- 
ia radice maggiore di a! , una sola minore di s' , ed una sola com- 
presa in ciascuno intervallo tra a' e V , o tra b' ec',ec. Intatti, 
se la proposta avesse due radici reali maggiori di a , siccome 
tra queste due onderebbe una radice reale della equazione 
( E')~o , a' non sarebbe la massima tra le radici di questa. Così 
pure, se tra a' r b' cadessero due radici reali della pioposta, poi- 
ché tra queste due sarebbe compresa una radice dell'equazione 
(E')~ o, a ' e b' contro l'ipotesi non si succederebbero in ordine 
di grandezza, e così in seguito. Ciò posto, se chiamiamo (E r), 
(£a), (£3), ec. , Fi , Fa,, Fi, ec. i valori di (E) e di F, quando 
in luogo di x vi si sostituisce a , b' , c' , ec. , avremo 
(Ej)-(a' — a)(a' — i)(o' — c) .... (a' — t)Fi 
(Ea)=:(h'—a)(b'-k)(b'—c) .... (b’—t) hz 

(Ei)—(c'—a)(c'—l)(c'—c) (c'-t)Fi 

ec. 

Ora è facile il vedere, che se la proposta ha una sola radice 
maggiore di a', la quantità (E i) sarà negativa; oll’opposto sarà 
positiva, se niuna radice della proposta è maggiore di a ' . Se tra 
a' e b' caderà una sola delle radici a, b, c,ec. , le quantità (E l) 
ed (E*) areranno segno diverso , onde se avessero il medesimo 
segno, ninna radice reale della proposta sarebbe compresa tra 
a' e b' . Neil’istessa maniera le due quantità (E 2 ), (£3) avranno 
il segno diverso , se una radice della proposta cadeva tra b' e c', 
e così delle altre. 

Se la proposta ha il medesimo numero di radici immagina- 
rie, die l'equazione (E') ~o, dovrà necessariamente avere una 
radice reale maggiore di a’, una compresa tra a' eh', un’ahia 
tra b' e c' , e così in spguito. Quindi la quantità (£) diventerà 
in tal caso alternativamente negativa e positiva, allorché vi si 
sostituiranno per ordine le radici a , b' , c' ... t’ . Che se alcu- 
na di queste condizioni mancherà , ciò sarà un indizio sicuro, 
che la proposta ha piò radici immaginarie, che non ne ha l’e- 
quazione (E')~ o. 

Perchè la proposta abbia tutte le sue radici reali , bisogna 
primieramente, che tutte le radici della equazione (£i):=o sia- 
no reali, ma ciò non basta; conviene di più, che queste radici 
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sostituite per ordine di grandezza nella quantità (E) la rendano 
alternativamente negativa e positiva. Ma le medesime radici so- 
stituite per ordine nel la quantità (E") la rendono all’opposto 
alternativamente positiva e negativa. Dunque, se facciamo 
yzz(E).(E"), questa quantità dovrà in tal caso mantenersi sem- 
pre negativa, quando vi si sostituiranno le radici della equazio- 
ne (E‘)~ zo r Vedremo in seguito ,che eliminata x dalle due equa- 
zioni y=z{E) . (E"), ed (E 1 )— o si ottiene una equazione in y , le 
radici della quale sono i valori diy, che nascerebbero dalle pre- 
cedenti sostituzioni . Quindi tutte le radici della proposta (E)~o 
saranno reali, quando saranno tali tutte quelle della equazione 
( E')~o , e quando le radici della equazione in _y saranno tutte 
negative, cioè quando tutti i termini di questa equazione saran- 
no positivi . 

In simil guisa si dimostrerà, che l’equazione {£’)— o avrà 
tutte le radici reali, se tali le ha l’equazione (E")— 0 , e se quella 
che nasce dalla eliminazione di x tra yzz(E') . (E'”)~o ed(.É")=o 
avrà tutti i termini positivi, e cosi in seguito. E siccome grada- 
tamente discendendo arriveremo ad una equazione di secondo 
grado, nella quale a colpo d’occhio si distingue la realità delle 
radici, ne porremo dedurre tutte le condizioni necessarie, per- 
chè ciascuna delle precedenti equazioni, ed in fine la stessapro- 
posta abbia tutte le radici reali . 

Se i termini della proposta, invece di moltiplicarsi per i 
loro esponenti, si moltiplicheranno respettivamente per i termi- 
ni o, I, 2 , 3, ec. ; in modo che ne nasca l’equazione 

. . T (m-i)ò'r±i»r=o , 

questa equazione avrà per rapporto alla proposta le medesime 
proprietà, che ha l’equazione (E')—o, cioè se la proposta ha 
tutte le radici reali, le avrà tali ancora 1 equazione (/7)~o, e 
viceversa se questa ha qualche radice immaginaria, la proposta 
ne avrà almeno altrettante. Infatti se nella proposta facciamo 




ne nascerà l’equazione 



i — Ay-t-By* .... —Tv — o , 

la quale avrà tante radici reali o immaginarie , quante la propo- 
sta. Se in questa equazione in y moltiplichiamo tutti i termini 
per i respettivi esponenti, otterremo l’ equazione 
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—A-4-1 By .... zp(m— 1 )Sy m % •±m Ty n ’=o, 

la quale posto x= y si cangia nella equazione (if)=0 , ed ha 

tante radici reali o immaginarie, quante questa. Dunque quel- 
la relazione, che passa tra il numero delle radici reali o imma- 
ginarie delle due equazioni in y, avrà luogo egualmente tra la 
proposta e reqnazione (H )—0 . 

Essendo la prima equazione (E)~o del grado m—i , se una 
data equazione si moltiplica per la progressione m, m — 1, m— 2 , 
ec. de’ suoi esponenti, sparisce l’ultimo termine: similmente se 
si moltiplica di nuovo per la serie rn — 1 , m — a, m — 3 , ec.. sva- 
nisce il penultimo termine; e così se in seguito si moltiplicherà 
per la serie m — 2, m— 3 , er., o per la serie m— 3 , ni— 4, ec. spa- 
riranno gradatamente gli altri tra gli ultimi termini che riman- 
gono. Onde perchè svaniscano i due ultimi termini, convien 
moltiplicare 1’ equazione per la serie m(m — 1), (m — i)(m — a), 
(m — 2 )(m — 3 ). ec., per fare sparire i tre ultimi termini, l’equa- 
zione deve moltiplicarsi per la serie — 2), 

(m — t)(m — 2)(»n— 3), (m — 2)(m— 3 )(/rz — 4), ec. , e generalmente 
per mandar via gli ultimi r termini, convien moltiplicare l’e- 
quazione per la serie 

m(m— i)(m — 2) .... (ni — r-*-l) 

(rn — 1 )(m — 2 )(m — 3 ) .... (m — r) 

(m — a)(i» — 3 )(m — 4) • • • • ('« — r — 1) 

ec. 

Facilmente apparisce, che il coefficiente del termine Px m ^ 
sarà dopo questa moltiplicazione 

(m—p)(m—p — 1 )(m — p — 2) .... ( m—p — r-*-i). 

Se adesso si moltiplica l’eqitazione per o , 1 ,2 , 3 , ec., sva- 
nirà il primo termine: se di nuovo si moltiplicherà per 0,1 ,a, 
3 , ec., sparirà il secondo termine, e gli altri gradatamente an- 
deranuo via nel medesimo modo. Quindi per cacciar via i due 
primi termini , si deve moltiplicar l’equazione jier 0,0, i.a , 2.3, 
3.4, ec. per farne sparire i tre primi, convien moltiplicare per 
0,0, o, 1 . 2 . 3 , 2 . 3 . 4 , 3 . 4 . 5 , ec. : e generalmente per man- 
dar via gli j primi termini, bisogna moltiplicar li equazione per 
una serie, i di cui primi s termini siano c, e gli altri i se- 
guenti 

Tom. /. 12 



* 
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1.2. 3. 4-... J 

a . 3 . 4 • 5 . . . . (j-t-j) 
3 . 4 • 5 . 6 . . . . (r-+- a) 
ec. 



e fatta questa moltiplicazione il coefficiente del termine Px m ~~P, 
purché sia p>s — i , sarà 

(p—s -*- 1 )(j}-s-t-z)(p—s-+-3) . ... p . 

Se dunque devono svanire tutti i termini antecedenti ad 

Lx n ? , e tutti i posteriori a Px n ~~V , fatta la prima molti- 
plicazione avremo 



(m—p)(,n—p—i)(m—p— 2 .) .... (q—p+i)Lx m P 



— {>n—p — i )(m—p—z) 
-*-(m—p— a) (m— -p 






. (q~p)Mx m -P- X 
Ì9—P — , )Nx m ~P~ 3 ‘ 



3z(m—q)(m—q—i) a.i Px rn ~*l , 

e fatta la seconda moltiplicazione, in cui s=p, avremo 

i . a . . . p{m—p)(m—p— i) .... (q—p-^i)Lx m ~P 
— a . 3 . . . (/>-+- i)(m — p — j )(m—p — a) .... (q—p)Mx' n P 1 
-t-3 . 4 ■ • • . (p-*-z)(m—p — 2) (q — p — i )Nx m ~P 2 



■±.(q-p-\-\){q—p-^%) . . . q ( m — q)(m — q— ì) . ■ ■ 2.X Px ^ . 

Se facciamo questa quantità =:o, ne nascerà una equazione, la 
quale se avrà radici imaginarie, la proposta ne avrà per lo me- 
no altrettante. 

Quindi se nella proposta mancheranno tutti i termini in- 

termedj tra Lx m P e Px " 1 q , essa avrà per lo meno tante ra- 
dici imaginarie, quante ne ha l’equazione 

o=i . 2 ... . p{m—p)(m—p—ì ).... (q—p+.\)Lx q ~ P 
^z(q—p-¥-ì)(q—p-^-2) . . . q(m—q)(m—q—ì) . . . . 2 . lP , 
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o sia quante ne ha l’equazione Lxl~ ^fcP=o , giacché non dal 
valore più o meno grande de’ coefficienti , ma dai loro segni uni- 
camente dipende il numero delle radici imaginarie. luiatti, se 

nella equazione x ztizzo facciamo -, in modo che essa 

divenga A m y n -±.B m ~o , tante radici imaginarie avrà questa 
equazione , qualunque siuno le quantità reali A e B, quante 

ne ha l’equazione j ra ±i=o, poiché ad ogni valore reale o ima- 
ginario di x corrisponde un valore reale o imaginano di y . 

Se vorremo eliminare tutti i termini, fuorché i tre seguenti 

Lx m ~P — Mx m ~P ' , in tal caso sarà q — [)-+■% , ed 

avremo l’equazione 

t . 2 . , . (m— -p)(m— p — i) . . . 3 Lx m ? 

— a . 3 , . . (p-t-i){m—p — i )(m—p — 2 ) . . . o,Mx m ~P 1 
-+-3 . 4 • • • (p-*-%){m—p — a ){m—p — 3) . . . iNx m ? 2 ~o 
o sia, dividendo per a. 3-4 ...p(m— p— 2 .)(m—p — P a , 
( m—p)(m—p—ì)L.r a — 3.{p-*-i)(m—p — i)Mx-*-(p-*-i)(p-*-a.)N—o . 
Se L ed N hanno i medesimi segni, le radici di questa equa- 
zione saranno reali , se - — - M 1 >LN , altrimenti sa- 

ranno immaginarie. 

Se dunque la proposta ha tutte le sue radici reali, siccome 
deve averle reali anche qualunque trasformata che se ne formi, 

presi tre termini consecutivi Lx m ~^—Mx m ~^ 1 P 2 , 

de’quali i coefficienti estremi L ed iV abbiano il medesimo se- 
gno, dovrà essere 

Da questi principj si potrebbe dedurre la regola di Newton 
per trovare il numero delle radici immaginarie dell’ equazioni , 
ma siccome questa regola ed altre simili sono molto imperfette, 
rimanderemo i nostri leggitori per la dimostrazione di queste 
tra gli altri Autori , che ne trattano , al Calcolo Differenziale del 
Sig. Euler , e piuttosto passeremo ad esporre il celebre Teorema 
di Cartesio, dal quale si deduce il modo di distinguere tra le 
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radici reali di una equazione il numero delle positive e delle 
negative. 

45. 



Questo teorema c’insegna, che in ogni equazione il nume- 
ro delle radici reali positive non può esser maggiore del nume- 
ro delle variazioni di seguo, nè quello delle radici negative mag- 
giore del numero delle successioni di segno. Si chiama varia- 
zione di segno il passaggio dal al —, o dal — al - 1 - in due 
termini consecutivi, e successione la costanza del medesimo 
segno nel termine seguente. Così 1’equazioiie 

x 4 — 2X 5 — òx 3 -t-2x-4-4=:o 



ha due variazioni di segno dal primo terniine al secondo, e dal 
terzo al quarto, e due successioni dal secondo al terzo, e dal 
quarto al quinto. Per dimostrar questo teoiema prendiamo una 
equazione qualunque 



x m —Ax m ~ l . Fx m ~ n -*-G T m ~ n ~ 1 

w il X • • • * “T J. X "T v Jr .X 



-T=o, 



ove ciascuno dei coefficienti sia positivo o negativo , e moltipli- 
candola per x — h, ove h è reale e positiva, avremo il prodotto 



x m ^ i ^-Ax m . 



. -\-Fx 



m — n-*- 



’-f-Gx" 



■Tx =c 



. m . r . m — n 

— hx — hFx 



,—hT 



In questo prodotto i segni della linea superiore sono i medesi- 
mi che nella proposta , ma i segni della linea inferiore sono tut- 
ti diversi da quelli della proposta, e avanzati di un posto verso 
la destra. Onde finché tra i termini della proposta e del prodot- 
to non vi sarà diversità disegno, i segni dei termini del prodot-, 
to saranno quei della linea superiore . Ma quando incomincierà 
od esservi differenza di segno tra la proposta ed il prodotto, bi- 
sognerà passare alla linea inferiore, per ottenere il segno del 
prodotto . In questa linea inferiore ci tratterremo, finché i segni 
della proposta e del prodotto si manterranno diversi, ma quan- 
do ritorneranno ad esser simili , saliremo di nuovo alla linea su- 
periore per discender poi all’inferiore, se un’altra volta i segni 
fossero differenti, ecosì in seguito. Ma qualunque sìa il nume- 
ro di questi passaggi, siccome il termine — hT , nel quale fini- 
sce il prodotto, è nella linea inferiore, è chiaro che il numero 
dei passaggi dalla linea superiore nella inferiore supererà di una 
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unità il numero dei passaggj dalla linea inferiore nella supe- 
riore . 

Vediamo adegso rosa succede in ciascuno di questi passeg- 
gi . Si passi j>er la prima volta dalla linea superiore nella infe- 
riore per esempio al termine ■+-Gx" l ~~ n , sarà — hFAt segno con- 
trario a -4-G ; ma siccome —hF è di segno diverso da quello di 

„ . . . . .. . ,, m — b+i m — n 

-s-i* , 1 due termini consecutivi -t-rx +Ot avranno 

il medesimo seguo, e quindi una successione sarà cangiata in 
variazione. Lo stesso accaderà in qualunque passaggio dalla li- 
nea superiore nella inferiore , in ciascuno dei quali si acquiste- 
rà una variazione. Finché ci tratterremo nella seconda linea 
avremo le medesime variazioni e successioni che nella propo- 
sta, perchè i segni della seconda linea sono in tal caso tutti con- 
trarj a quei della prima, e in conseguenza a quei della propo- 
sta . Ma quando dalla linea inferiore passeremo di nuovo alla su- 
periore, o una successione si cangerà in variazione, o una va- 
riazione in successione: nel primo caso guadagneremo una va- 
riazione, nel secondo la perderemo. Sia dunque p il nurneio 
delle variazioni guadagnate , e q quello delle variazioni perdute 
nei diversi passaggj dalla linea inferiore nella superiore, e sic- 
come si passa sempre una volta di più dalla linea superiore nel- « 
la inferiore, che viceversa, sarà il numero delle varia- 

zioni guadagnate nel passare dalla linea superiore nella inferio- 
re. Onde il numero totale delle variazioni acquistate nel pro- 
dotto sarà 2/M-i , il qual numero non può esser minore dell’uni- 
tà . Quindi allorché si moltiplica una equazione qualunque per 
x—h, si avrà per lo meno nel prodotto una variazione di più. 

Con un simile ragionamento si proverà, che moltiplicando 
una equazione qualunque per x-t-h, essendo h positiva, avtemo 
nel prodotto una successione di più; ma questo caso può auche 
ridursi al precedente. Infatti se mutiamo nella proposta i segni 
ai termini collocati in posto pari , con che le successioni si can- 
geranjio in variazioni , e viceversa, e poi la moltiplichiamo per 
x — h, il prodotto avrà per lo meno una variazione di più che la 
proposta così mutata . Onde cangiati nel prodotto i segui dei 
termini in posto pari, con che si otterrà il prodotto della pro- 
posta ppr x — h, questo prodotto avrà almeno una successione di 
più , che la proposta . 
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Siccome adunque ogni moltiplicazione per x — h o per .r-t -h 
ci dà almeno una variazione o mia successione di più, ed iu 
qualunque equazione tanti sono i fattori x — h o x-t -li, quante 
le radici reali positive o negative, ne segue che in ogni equa- 
zione il numero delle radici reali positive non può esser mag- 
giore del numero delle variazioni , uè quello delle negative 
maggiore del numero delle successioni. E siccome le variazioni 
e le successioni prese insieme eguagliano il numero delle radi- 
ci di una equazione, se essa avrà tutte le radici reali , tante ap- 
punto saranno le radici positive quante le variazioni, tante le 
negative quante le successioni. 

Per mezzo di questo teorema si può qualche volta conosce- 
re l’esistenza delle radici immaginarie in una data equazione. 
Sia proposta per esempio l’equazione 

x 1 — xx 1 — 3 x — 7=0 , 

le radici della quale se fossero reali, i segni indicherebbero una 
radice positiva, e due negative. Moltiplicandola per x — h avre- 
mo il prodotto 

x 4 — (2-t-A)x s -»-(aA — 3 )x J — (7 — 3A)x-4-7fc=o , 

•iip! quale i segni sarebbero alternativi, se fosse aù> 3 , e i>Vi , 
alle quali eondizioni si può soddisfare prendendo hzr. a. Il pro- 
dotto in tal caso ci mostrerebbe quattro radici positive, lo che 
siccome non combina con quello, che c’indicano i segni della 
proposta, ne segue che essa ha due radici immaginarie. 

Sia data in secondo luogo l’equazione 

x 4 — x*-t-6x» — iax-»- 5 o=o , 

la quale non può avere alcuna radice reale negativa. Se la mol- 
tiplichiamo per x-4 -h otterremo 

x 4 -t-(h — 1 )x 4 -*-(6 — h)x * i-(6 h — 1 a)x a -*-( 5 o— 1 2À)x-»-5oA=:o , 

ove possiamo rendere tutti i termini positivi prendendo h— 3 ; e 
perciò il prodotto, ed in conseguenza anche la proposta non 
può avere alcuna radice reale positiva. Pertanto la proposta ha 
tutte le radici immaginarie. 



s 
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CAPITOLO X. 

Del P equazioni del terzo grado . 

46> 

A er incominciare dalle cose più semplici, sia proposta in pri- 
mo luogo l’equazione ar» — rzzo; ed è chiaro che una delle di lei 

radici è =£/ r. Per trovare le altre dividiamo la proposta per 
x — J / r, ed otterremo l’equazione x ì -\-x^ / /' r-+- y / '“sio , la 
quale ci dà r • Quindi le tre radici dell’ e. 

quazione x * — rzzo sono r, r e ‘l 

*=H-^) i/’ • ' ' 

Passiamo adesso all’ equazione del terzo grado 
x’-t-ìpx-t-xq—o , dalla quale è stato tolto il secondo termine. 
Facendo xr=x/n-t-n avremo x , zzrn s -i-3mn(m-hn)-*-n 3 , e sostituendo 
x in luogo di m-t-n otterremo 1’equazione.r* — 3 rnnx — m * — a’~o 
di cui una radice è . Paragoniamo questa equazione con 

la proposta, ed avremo per determinare m ed n l’ equazioni 

mnxx—p, m 1 -+-« * ~ — 2 q, la prima delle quali ci darà n— E 

• . m ’ 
e sostituito questo valore la seconda si cangerà in 

m 1 — -t-ay=o , cioè m*-+- 2 qm > —p*=o, la quale posto rn 1 — < ■ 

diventa r ì -t- 2 qr—p , —o, e ci dà -»-/»•). Ora dalla 

equazione m 3 =zr abbiamo mx=^ / / r , ed m —{^ — — -tr l^ ^ 

e sostituendovi i valori di r ottenghiamo sei valori di m, cioè 



rnzz 






2 

1_)/_3 
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Quindi abbiamo anche sei valori di «, cioè 





—r*\/{q t -+p i ) J 




»=\/ 




X- 




-q^/(q*-*~p') 


X 



'-V ’ )1 

S) J 



. — i — [/ — 3 

a 

. — i -H/ — 3 



E siccome .r=w-*-u, avremo 



r =| /[—q^iq 3 -*-? 5 ) 
x= f / / j — q*V(q*+p') 

—q^Viq'+p') 
■ x —\/ -q*V{q*+p') 



-i>1 -7=Pb / (? a -+•/'*)] 



X 



X 



— i-j/— 3 

2 

— 

a 

. — i-h/— .3 



Onesti sei valori di .t, poiché ciascuno è doppio, si riducono ai 
tre seguenti. 



-¥\ 



*=k 



— <7-H/(? a -hP*) 



5 )]» 



■>]> 



3 O 



— , — l/ — 3 

' f 

2 

— , — i/ — 3 



*=|/ [-«7-H/(9 ra -^P , )JX- a 

i quali ci danno le tre radici della proposta. 

Prendiamo per esempio l’equazione x*-*-x— 2 =o; sarà 

P=j, ?=->» e quindi 

!-!/(. o sia xzz£/(i-%/*>) 
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Ma ( 1 - , ■^ /aI ) = ^' + ^ 1/a, ’ e * itnil " 
mente y/' {f~ -^1/21^=-^ — ’ come dimostreremo in 

seguito-, è dunque x=-^--4--^l/ , 2i-*- — — -gj/ 21=1 . Lealtredue 
radici saranno così espresse; 

= 7 - H Ì^ / - 3 - a, =- 7 ^T‘ / - 7 ’ ed *=“ 7 “ V “7 • 

Sia adesso proposta l’equazione x* — 7X-+-6~o , e sarà 

/=—§•. ?= 4 =3; onde /j ^*)j 

— ]/ — 3 ^, la qual’ espressione .è involta in quan- 
tità immaginarie. L’istesso succede ogniqualvolta/» è negativa, 
e />’>7 a : ma quantunque in questo raso l’espressione della pri- 
ma radice, che si suol chiamare la formula Cardanica , perchè 
Cardano si è molto distinto in trattarla, comparisca sotto aspet- 
to immaginario, essa è però reale. Poiché abbiamo veduto che 

la quantità J/' £ — y-et/^y 1 -*-/»*)^ ne ^ easo di /’*>?“ “ riduce 

alla forma A-t-B\/ — t , e nel medesimo tempo 

— y— {/'(y 2 -♦-/>') J ^ =A—B [/ — 1, quindi xz=.A-*-B [/ — 1 

-t-A—B\/—i—2A, cioè reale. Di più. sono nel medesimo caso 
reali anche le altre due radici ; perchè esse sono così espresse: 

2 2 

*=( A+JO\/— 1 )~ 1 +(. 4 - B[/~ 1 )ZÌ^~ 3 

2 2 

0 sia fatte le moltiplicazioni xzz—A — B{/A , xr= — A-*-B\/ò. 

Questo caso , in cui tutte le radici , quantunque reali , com- 
pariscono sotto una forma immaginaria, si chiama il caso irre- 
ducibile , perchè ad alcuno none finora riescito di esprimere al- 
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gebricamente queste radici sotto un aspetto reale . Vediamo per 
qual ragione il metodo usato fa giungere ad espressioni imma- 
ginarie. Sia primieramente q negativa, e l’equazione 

3 -i 3 ,px- zqzzo avràdue radiei negative ed una positi va, e come 

manca il secondo termine ; le due radici negative prese insieme 
saranno eguali alla positiva; io dico che nel caso irreducibile la 
radice positiva, e per conseguenza anche ciascuna delle negati- 
ve sarà <ar/j o. Poiché facendo nella proposta ieo abbiamo un 
resultato negativo —2 q , e facendo xz=2j /p abbiamo il resulta- 
to 2 •py'p — 27 positivo a motivo di q 2 <p l ; onde la radice posi- 
tiva rade tra o e a\/ p . Se q è positiva, l’equazione 
a.» — Spx-t-iq—o ha due radici positive ed una negativa; e 
nell’istesso modo si dimostrerà che la radice negativa presa po- 
sitivamente, e perciò anche le positive sono <z\/p . Ora essen- 
do xxzni- 1-^, sarà m 2 —xm-*-p—o, cioè \ — p'j , . 

onde quando x a <4 p, o sia ;fc.r<2j /p, il valor di m diventa im- 
maginario. Ma nel caso irreducibile è sempre zìzx<i[/p: dun- 
que in questo caso il nostro metodo appoggiato alla supposizio- 
ne xzzun-t- — deve condurci ad espressioni immaginarie. 



47 - 

L’istesso metodo usato per l’equazione del terzo grado c in- 
segna a risolvere molte altre equazioni de gradi superiori. Si 
abbia per esempio l’equazione x 5 -t-5 j px’-+-5/r a x-+-2^ — o, e si 

ponga x^zm — — , avremo rn‘ c -*-2qin i —p > —o, cioè 

2 -*-p 4 )J, e quindi ’)] 

h- J. Anche qui s'incontra un caso irre- 
ducibile ; perchè se p è negativa, e p*>q* , la radice quantun- 
que reale comparisce sotto un aspetto immaginario. 

Ma cerchiamo ingenerale, quali equazioni ammettono una 
radice della forma Cardanica . Prendiamo 1 equazione 



x n +Ax n -*+Bx n -^- 
«ve n è dispari, ed i termini in posto pari eccettuato l’ultimo 



W-Cx” 6 2 7 b=o, 
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sono stati omessi per maggior semplicità , perchè il calcolo se- 
guente li farebbe trovare =0, e facciamo x=zy+£- . Sostituito 

® J 

questo valore l’equazione proposta prenderà la forma 
n « — 

n v . ,>/ n — 2 . P V.. • 

y y 

■ i » . . , y . t ; » . • • » i 

_ ^ [”-»H n .d ì } j p >+(n-4)Bp+Cyj n ~ C + P — 

■ 1 1 * . y 



ri -I; 



. . ni - 3 n — 1 . . «-+•* ” — 3 

n— i * x ' 



/ 


a P 


A a . -J . . 


ri — 1 


■a Turo . 


£ 



a . 3. 



•1. 



I » * M*)-~ 



n ^ 7 ~Z llp a ^_(/i — 2) Ap-+-B~0 

f r— ^=11^ a -^(rz— 4)-gp-v-C=ro 
ec. 

In questa maniera svanendo tutti i termini intermedj avremo 

iT=o, osia y 2 Ti —a, Ty n i-p n zzo , cioè 

n ..... 

y 

9c=j/ / J^r=ti/('r j — /'”)], e quindi x= J^/ j T- 4 -j/i (T» — p" ) J 





V^/(r>-/) 






T-vtr»-/) 


; e 


purché 


sia 





; e questa sarà la radice della proposta, 



loe 



ELEMENTI 



A— — np 

B=n(n-2)p'-’±^l p . = n ±.~% , 

a •* a * 

C— 5 ) , 

a. 3 & 

p_ n(n— -5)(«— 6 )(n— 7 ) 

1 X 4 * • 

ec. 

Pertanto in qualunque grado dispari si potrà assegnare una 
equazione, che abbia una radice della forma Cardanica. 

Anche nel caso di n pari si danno in tutti i gradi dell’ e- 
quazioni, che ammettono una radice della forma Cardanica 
quantunque un poco diversa dalla precedente. Per trovar que- 
st equazioni sia n pari, e prendiamo l’equazione 

x n +Ax n ~ 2 +Bx' l ~ 4 +Cx n ~ 6 . . . . 4^x‘-ar=o 

e facendo >•-+-— avremo 

y 



- W“3i 

n ~ ì ^p _\ 

n — a/ 

y 



y n -*-^M n p-+-4)(y n 

y 

- (r"~CtLlì) 

V 



n{n — 1 ). 


n-e-4 «—a , . 

• ? (n— 2 ) . 

a a ' ' 


77 -f-a 

~ 


a . 3 .. 


. . a • 3 . 


4 P 


n(n — 1 ) . . 


a . 

7 !-*-* n 

. . — (n— a) . . , 

a a v - ' 


a 

n n- 




LI H_Ap~' 


» O 


n p ^ : - 


n — a 



....-e-S 






a . 3 . 



- 2 T-F —0 , 

ove ho aggiunta e sottratta la quantità p'per fare svanire tutti 
i termini intermedj. Per ottener ciò dovremo fare come sopra 
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'Azz—np 
B= n ±=^p* 

n{n—4)ln—?>) 

“ a .6 F 



io i 



e finalmente 



Kr-'XI-*)- ' ? 



72 

2 



' = — in =**P 

ove il segno -+- si deve prendere se — è pari , e il segno — se 
— è dispari . Sostituiti questi valori l’ equazione precedente di- 

a n n. 

venterà y n -f-£_ — ajH^a/? a =o, o siay 2n — a ^ T±p % ^ =o, 



n n 

quindi yzzy/^Tl^p* -+|/'^T a ±a7/> x=z y’* m ^~t 

n n 

x=y/\r ±P 1 ^/ (r»±a 7> a )] 

7» ■- 7» 

. -v (r>±,r/)] . ■ 

CAPITOLO XI. 

DelY equazioni del quarto grado . 



cioè 



48 . 

Sia data 1’ equazione del quarto grado priva del secondo ter- 
mine 

x 4 -t-px 2 H-qx-4-mo , 

e siccome ogni equazione è composta di fattori reali del seeon- 
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do grado, supponghiamo che essa si risolva nelle due equazioni 
x a -*-ex-+fi^o , x a — ex-+-gzzo . Fatta la moltiplicazione avremo 
T equazione 

x 4 -+-fx 2 -+-egx-*-fgzzo , 

+Z —ef 

— e‘ r. < . 

la quale paragonata con la proposta ci dà f-t-g — e a ~p, eg — ef~q, 

. Quindi ricaviamo a gzzp-4-c* , a \fxzp -+* a — e 

p a -*-ae a p-*-e ' — 'l^xzJ\fgzzJpr-, onde finalmente abbiamo l’equa- 
zione 



e*-*-2 pe'-t-lp* — 4r)e» — l’ 1 — o, 
la quale posto e a =/n diventa 

(B) m , -t-2pm a -*-(p 1 —4 r )m — q a —o. 

Ora questa equazione avendo necessariamente l’ultimo termine 
negativo, avrà una radice positiva, la quale posta =4^ a ci darà 
exzal . Ma l’equazioui x a -*-ex-t-fzzo , x a —ex-t-gzzo danno quat- 
tro valori di x, cioè x=~^ ^ — ÌQ, a-I , 

t xzz e ~^/^ e o sia sostituiti i valori di 

a 2 

e >f>g, 

... x/jql—ìpl'—à,!') j {/(ql—apl'—AI') 

al ’ al 

x=I+ 1 A-yl-zpl'-tf') x=1 _ \/(^l-apl 2 -m . 
al ’ al 

queste adunque sono le quattro radici della proposta. 

Siano 4A* , 4 h a le altre radici dell’equazione (B), ed avre- 
mo (36)— a/c=4i»-4-4À»-+-4A a , e y*=4^* . 4 ** -4^ a . cioè q—%lkh. 
Se sostituiamo questi valori nella prima espressione di x , 
avremo 

l/(8/ a M-*-47*-e4/^‘-f-4i«À*— 4/‘) 

X=— ^ al 

--1+ --Uk+h . 

al 

Gli altri valori di x si troveranno cosi espressi: xzz — l — k — A, 
xzzl+Jt — h , xzzd-*-k — k. Quindi apparisce, che se in luogo di 
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47 » prendiamo qualunque altra radice deU’cquaziono ( 21 ), i va- 
lori di x riescono i medesimi ; poiché se prendiamo c~v.k , avre- 
mo x=— A'— 4— /— ♦— A , x — — 7 — / — ìi , J — k -i-/ — !i , x'zzh -+-h — / f che so- 
no i medesimi valori di sopra: lo stesso si deve dire dell'altra 
radicchi 1 . È inoltre evidente che, se le tre radici dell’equa- 
zione (B) sono reali e positive, le radici della proposta sono tut- 
te reali. Siccome poi l’equazione (B) non può avere tutte le 
sue radici positive, se non ha i segni determini alternativa- 
mente positivi e negativi ; quindi se non sarà p negativa, e 
p 2 >\r , la proposta non potrà avere tutte le sue radici reali . 

Non siuno adesso tutte positive le redici dell’ equazione 
( B ), ma alcuna di esse sia negativa; e siccome q 2 è necessaria- 
mente positivo, bisognerà che le radici negative siano due. Se 
facciamo queste due radici negative = — 4 a * > e — 4 C “ > sarà 
4^ a = — 4 a 2 . 4/1 a ~ — 4c* , cioè /=rq/ — 1 , /i=c|/ — 1 ; onde avre- 
mo a— — — 1 , x=— / — (a-*-c)f/ — I , x=/- 4 -(a — c) (/— 1 , 
x= 7 — (a—c) |/— 1 . Se adunque l’equazione ( B ) ha due radici 
reali negative , le radici della proposta saranno tutte immagi- 
narie . 

Finalmente due radici dell’equazione ( B ) siano immagina- 
rie, cioè 4 (^ 4 » — B À -*-2AIi\/—i), e 4 (A 2 — B 2 — a/B|/-*-i) ; sa- 
ia — 1, h~A — B[/ — 1, e quindi x= — l-t-2A , 

x— — l — 2. A , x=/-t-aB|/ — 1, x=/ — 2jì\/ — 1, cioè la proposta 
avrà due radici reali e due immaginarie, illustriamo tutti que- 
sti casi con qualch’ esempio. 

I. Sia data 1 ’ equazione x * — 2Sx 2 -*-6ox — 36 =o . ove/>= — a 5 , 
9=60, /=- 36 , e l’equazione ( B ) sarà m 1 - 5om*-*-769>«-36co=o, 
le di cui radici sono tutte reali, e positive, cioè 9, i6, a 5 . 
Sarà dunque 7 =) , /=a , A= | , e perciò x= — /- hA-i-à =3 , 
x= — l — h — k— — 6, xz=.l-\-h — k—2, xxzl-t-k — A=i , che sono le 
radici della proposta. 

II. Si abbia l’equazione x 4 -*- 3 x® — 6x-»-io=o, e l’equazio- 
ne (B) sarà m , -*- 6 m 2 — 3 im— 36 = 0 , le di cui radici sono 4, — -I, 
— 9. Quindi /=i , n=l, c= J, e perciò 

x=- /-*-(<w-c) j/-i=- i-*-ap/-i , 3—-l-(a-*-c)\/-i—-j-a{/-i, 
x= 74 -(c — a)\/ — 1=1-14/ — 1 , x=/-i-(a — c%/ — 1 = 1 — \/—\ . 

IN. Sia finalmente proposta l’ equazione x 4 -ax®-*-i 6 x-i 5 =o, 
ed avremo m 1 — ^m 2 -*- 6 ^m — a 56 =o, che ha per radici 4, di/— 1 » 
— 8j/ — 1 .Quindi 7 =i, 4 (/f»— B a )=o, ÒAB^/— i=8j/— i„cioè 
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A— Bzzi , e perciò irr: — l-t-zA—i , xzz — I — a A — — 3 , 

.T=/-+-2 fl|/ — i = i -t-2[/ — i , a-=J — a B \/ — 1 =: i — aj/ — i . 

Fino a questo punto sono giunti i Geometri nella ricerca 
della generale risoluzione dell’ equazioni . Non si conosce finora 
alcun metodo, die insegni ad esprimere generalmente le radici 
dell’ equazioni del quinto grado o de’ gradi superiori . La brevi- 
tà che ci siamo proposta non ci permette di entrare nell’esame 
de’ diversi metodi, che sono stati tentati per la risoluzione dell’e- 
quazioni. Per istruirsi pienamente in questa materia convien 
leggere l’ eccellenti Riflessioni sulla risoluzione algebrica dell’ e- 
quazioni del Sig. de laGrange pubblicate nelle Memorie dell’ Ac- 
cademia di Berlino degli anni 1770, e 1771 . 

CAPITOLO XII. 

Dell’ eliminazione dell' incognite dall’ equazioni 
de' gradi superiori. 

49. 

i aliando dell’equazioni del primo grado abbiamo veduto spes- 
so accadere, che qualche problema dipende in modo da più in- 
cognite , che di tutte convien trovare il valore per ben risolver- 
lo. Abbiamo quivi dimostrato, che il valore di tutte le incogni- 
te, e perciò la risoluzione del problema si può sempre ottenere, 
quando tante sono l’ equazioni quante l’ incognite. Lo stesso 
mostreremo che succede per rapporto all’ equazioni de gradi su- 
periori trattando dell’eliminazione dell’ incognite. Siano date 
pertanto le due equazioni 

y m ^Ay m - ( ^By m -^€y m ' 5 . ...-T=o, 

. V . H-r=o , 

ove i coefficienti A, B, C. ec. A 1 , B' , C,ec. contengono quan- 
tità cognite ed un’altra incognita x, e siano a , b , c , d , e c. le 
radici della prima equazione, o sia gli m valori di y espressi 
per xe quantità cognite, che ci darebbe la risoluzione della 
prima equazione . Siccome le due proposte equazioni devono 
sussistere insieme , cioè i valori di y della prima devono essere 
eguali a quei della seconda, se sostituiamo nella seconda in 
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luogo di y 1#* quantità a , b , c , d , ec. , avranno luogo tutte le 
m equazioni 

. -*-r=o, 

(M) b n +A'b n - l -*-Ti , k n ~ % +C'b n ~ ì +T= o, 

c n -*-A'c' t ~'+B'c n ~ :l -*-C'c n ~ ì +r=o, 

ec. 

e le radici di esse cì daranno tutti i valori di x . i quali fanno 
insigne sussistere le due proposte equazioni. Ma l’equazione 
nata dall’ eliminazione di y deve contenere tutti i valori «li x, 
che rendono l’istesso nelle due equazioni il valore di y . Dun- 
que l’equazione nata daH’eliininazione sarà il prodotto di tutte 
l’equnzioni (M) . Pare a prima vista che per eseguire l’elimina- 
zione sia necessario di conoscere le radici a, b, c, d , ec. della 
prima equazione, ma se riflettiamo che nell’equazioni (M) en- 
trano egualmente tutte queste radici, facilmente vedremo che 
il prodotto dell’equazioni (M) sarà composto di termini, i qua- 
li (d^, e ili) si potranno esprimere per i coefficienti A, B, ec. 
della prima equazione. 

Prendiamo per esempio ad eliminare y dalle due equazioni 
del secondo g rado 

y i -t-Ay-t-B ~o 
y*+A'y+B'=o. 

Sostituendo nella seconda equazione le radici a t b della prima 
avremo l’ equazioni 

a 2 -+-A'a-t- 1 f— o . 
b a -*-A' b-*-B'— o, 

e moltiplicandole insieme l’ equazione 

a 2 b 2 -*-A'(ab 2 -*-a 2 b)-+-B'(a 2 -*-b 2 )-*- ■i' 2 ab-*-A'R‘{a-*-b)-*-R' 2 — O.Ma 
a-t-bzz — A ,ab=.B,a 2 -*-b 2 —A 2 — -*-a 2 bz r — A B.a 2 b‘zzB 2 ; 
dunque sostituiti questi valori l’equazione che nasce dall’ eli- 
minazione di y sarà 

B A À' B+ A 2 B —2 B ff-t-A ' 2 B—AA' IV+Tì' a =o . 
Daremo in seguito un metodo più facile per eseguire l’eli- 
minazione , ma intanto dimostreremo il teorema seguente . Se 
J’equazioni proposte son tali, che le quantità Aeri A' siano 
formule in x del primo grado, B e R' del secondo, C e C del 
terzo, e cosi in seguito, in modo che la somma dell’esponente 

Tom. /. 14 
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di y e del massimo di x sia in ciascun termine della prima 
equazione ed in ciascuno della seconda —a , 1 equazione, 

che nasce dall’ eliminazione di y, sarà del grado mn. Per dimo- 
strar ciò si -osservi, che in ciascun termine dell’ equazioni (A7) 
l’esponente della potestà di una radice insieme col grado del 
coefficiente di questa potestà è =n. Quindi nel prodotto di tut- 
te l’ equazioni (M) , che sono ni di numero, ciascun termine na- 
scerà dalla moltiplicazione di m termini delle medesime equa- 

zioni, e la di lui forma QP (r ’ T ' ’ ^ sarà tale , che chiamato 

a il grado del coefficiente Q sarà q*-r-+-r'-*-r'’-t-ec.=mn . Ma se 

. , . , n(r,/,r",e c.) 

consideriamo il modo (37e38) , con cui le quantità 
si determinano per i coefficienti d, U, ec., facilmente vedremo- 

che la quantità P (r ’ r '» r '' ec,) è del grado r-wW-e- ec. Quindi 
ciascun termine dell’equazione nata dall’eliminazione, e perciò 
l’equazione stessa è del grado mn . .... 

Siccome le due equazioni proposte per l’eliminazione de- 
vono sussistere insieme, convien che abbiano un divisore comu- 
ne. Si applichi adunque ad esse il metodo che si usa per la li- 
certa del massimo comiin divisore, e si giungerà in fine ad un 
residuo che non conterrà pi ù y. Questo residuo dovrà essere 
= o, perchè le proposte abbiano un fattore comune, e sarà L c- 
quazione stessa che nasce dall’eliminazione diy. E stato osser- 
vato, che questo metodo conduce spesso ad equazioni di un gra- 
do più alto del giusto per i fattori inutili, che le diverse opera- 
zioni v’ introducono ; perciò noi proporremo il seguente metodo 
il quale al pregio della facilità unisce quello di condurre ad 
equazioni del giusto grado . E perchè la via da tenersi piu chia- 
rameute apparisca, incominciamo dall equazioni e sccouc o 
grado, per passare in seguito alle altre. 

Siano adunque date le due equazioni del secondo grado 

j4y 2 -*-H j-hC — © 9 

A*y 2 -*-B'y“+-C o j 

e cerchiamo un’altra equazione, in cui manchi la y. Dalla pri- 
ma delle proposte moltiplicata per A' si sottragga la seconda 
moltiplicata per A, e ne verrà l’equazione 

(i) (A'B-AB')y-*‘A'C-AC=<i . 
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Ora dalla prima moltiplicata per A'y-t-B' si sottragga la secon- 
da moltiplicata per Ay -+-B, e ne nascerà 

(a) (A r C—AC')y-*-B'C—BC= o. 

Per mezzo dell’ equazioni (1) e (a) si elimini y, e si otterrà l’e- 
quazione cercata 

(A'C-AC)*-{A'B-AB’)(B’C-BC)=o, 
ove manca la y . 

Si abbiano adesso le due equazioni del terzo grado 
^3r»+By J +Cy+D=o, 

A'y • ->r-B'y a -t-Cy-t-D =0 . 

Dalla prima moltiplicata per A' sì sottragga la seconda molti- 
plicata per A . e ne risulterà 

(1) {A'B-AB')y a -*-(A'C—AC')y-*-A'D—AD'=o . 

Dalla prima moltiplicata per A'y-*-B' si sottragga la seconda 
moltiplicata per Ay-*-B , e si avrà 
(a) ( A'C—AC')y'-*-{A'D—A D-+-B'C—BC')y-*-B' D— BD'—o . 
Finalmente dalla prima moltiplicata per A'y i -*-B'y-t- C si sot- 
tragga la seconda moltiplicata per Ay a -+-By-*-C , e ue verrà 
( 3 ) {A'D— AD')y*MB'D— BD')y-*-C'B— CD'=o . 

Ora per mezzo dell’ equazioni •(«), (a), e ( 3 ) eliminiamo y ed y a , 
considerandole come due diverse incognite, nel modo seguente. 
Dall’ equazioni (1) e ( 3 ) abbiamo 

A'C— AC' AD— AD' B'D—BD'. CD— CD' 

y t ~A'B—AB ,y ~*~ A B— AB' ~ A D— AD' y ~* A D— AD' ,e qUln * 
.. _ [A'D— AD') 3 — (A’B— AB'IIC'D— CD) , 

' 1 ) — [A'B— AB'WB'D— BD'\— [A'C— AC'i(A'D— AD) ’ Cd 
, [A'C— AC'UC'D— CD')— (A'D— AD’)[B'D— BD'\ . ... 

y (A'B—AB’\[ tì'D — BD’) — ( A'C — AC')[A'D — A U) ’ 1 

quali valori nell’equazione (a) , e tolte le frazioni avremo 

(A'C-AC)*(CD-CD')-2(A'C-AC')(A’D-AD')(B'n-BD) 
-+.[(A’D—AD')*-(A'B-AB')(C'D-CD’)]{A'D-AD'+B'C-BC') 
A'B— A B')(B'D-BD) a =o . 

Da quello che abbiamo detto si vede già abbastanza ciò che 
deve farsi per eliminare y dall’ equazioni di qualunque grado. 
Questo metodo, che è il migliore di quanti ne sono stati finora 
immaginati, si deve al Sig. Bèzout. Chi ne desiderasse un piu 
lungo dettaglio , consulti le Memorie de!V Accademia delle 
■Scienze di Parigi dell’anno 1764. Abbiamo supposto nell* equa- 
zioni trattate il medesimo grado; se lo avranno diverso, quella 
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del grado più alto si potrà facilmente abbassare all’ inferiore. 
Per darne un esempio sia proposto di eliminare y dalle due se- 
guenti equazioni, una del quarto, e l'altra del secondo grado, 
j4'y*-t-T}'y > -*-C'y i -*-D'y-t~E'zzo , 

Ay*-*-B y-t-C=o . 

Si prenda dalla seconda il valore di y a , e sarà y 2 — — ^ ^ , 

. , — By 1 — Cy —flys—Cya , 

e quindi y l — — — , y *— - , noe sostituendovi 



il valore di 



. .,-4 — (B“ —AC)y 

» y — a* > 1 



quali valori di y l 



«d y * sostituiti nella prima equazione ci daranno 
f A'(B* -AC)-ABB'+.A » C'])*-y-[A'BC-ABC->-A » D’\y-*-A ’ F—o . 
Questa equazione e la seconda delle date essendo adesso del 
medesimo grado, si potrà da esse eliminare la y eoi metodo 
precedente . 

Se avremo tre equazioni, e tre incognite x,y,z, dalla pri- 
ma e dalla seconda elimineremo z, ed avremo una equazione 
tra x ed y ; un’altra simile ne troveremo eliminando z dulia pri- 
ma equazione e dalla terza, oppure dalla seconda e dalla terza. 
Trovate due equazioni tra x ed y, se col loro mezzo eliminere- 
mo una dell’ incognite, il valore dell'altra ci sarà dato dall’equa- 
zione risultante. E l’istessa maniera di operare tener si deve, 
allorché son date più equazioni e più incognite. Ma è stato os- 
servato, che l’equazione finale trovata in tal guisa ascende ad 
un grado maggiore del "insto. Perciò un altro metodo di elimi- 
nazione ha immaginato il Sig. Bèzout , che può vedersi nelle 
Memorie citate. Ma qualunque metodo si adopri, quando il 
grado ed il numero dell’ equazioni va crescendo, il calcolo ne- 
cessario per relimiuazioue diviene oltremodo complicato, se la 
natura del problema non somministra qualche particolare artifi- 
zio, che ne abbrevj la fatica. Quello, che deve avvertirsi, si è, 
che il calcolo in qualunque modo può sempre riescire: onde si 
può concludere, che allorquando il numero dell’ equazioni è 
eguale a quello delle incognite, queste - hanno ciascuna un va- 
lore fisso e determinato. 



5o, 

Ora brevemente vediamo, comesi possano da qualunque 
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equazione e] 
1 ’ equazione 



aj /a v=j^ / ay a — b , 



ponghiamo [/ayzzx , y/ ay*=z, ed avremo (i) 2 x=z—b, 

(2) n ì — •>' » ( 3 ) aj a =z’ . Eliminiamo adesso eoi mezzo dcll’e- 

quazioni (1), (2), e ( 3 ) le incognite x e z, ed avremo una equa- 
zione in y priva allatto di radicali nel modo seguente. Sostituia- 
mo nella equazione ( 3 ) il valore di z preso dalla equazione (1), 
ed avremo ay*z= 8 x , ^+-lzbx*-+■ 6 b' l x^^-b • , e ponendo in questa il 
valore di x*zzay ricavato dall’equazione (a) otterremo 

... or* — 1 stalr — J» 

ay i —&axy-t-i2.aby-+-bb*x-*-b l , e quindi a— ~ : so- 

stituendo questo valore di x nella equazione (2) avremo final- 
niente l’equazione in y senza radicali 

a y(Boj-+-óA*) a =:{aj a — ìaoij - — b ’) a . 

Ciascun vede , che questo metodo si estende a tutti i casi . 



CAPITOLO XIII. 

Del modo di trovare i fattori razionali 
dell’ equazioni . 

Si. 

C^uantnnque non si possa ottenere la risoluzione generale 
dell’ equazioni di un grado più elevato del quarto, se però una 
equazione di qualunque grado avrà radici razionali, queste si 
potranno sempre facilmente trovare. Poiché essendo l’ultimo 
termine T dell’ equazione 

x -*-Ax -f-DX .... -+-ÒX-V- l—O, 
ove tutti ì coefficienti son numeri interi, eguale al prodotto di 
tutte le radici, la radice intera sarà compresa tra i divisori 
dell’ultimo termine; nè può succedere che questa equazione 
abbia una radice razionale fratta . Supponghiamo infatti che 

una di lei radice sia , essendo questa frazione ridotta ai mini- 
mi termini, e sostituendo avremo 
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m m — i 





b m b m-i 



m — 2 

• BE .... -*-T=zo , 



,m — a 



Aa l ~ l +tìa m ~ % b .... -*-Sab m 2 -+- Tb m 1 



m À m — i 

e quindi —— 

b m b * 

Ora essendo A,B,....S,T,a,b numeri interi, anche il nu- 
meratore del secondo membro di questa equazione sarà un nu- 

m 

mero intero, il quale se chiamiamo p , avremo — — — E. — cioè 

b m b m ~ l 

m 

lo che è impossibile : poiché essendo una frazione ri- 
tti 

dotta ai minimi termini , anche “ sarà tale, nè potrà mai esse- 

b 

re eguale al numero intero p. Quindi una equazione, che ab- 
bia tutti i suoi termini interi, ed il coefficiente del primo egua- 
le all’ unità , non può aver mai per radice una frazione razio- 
nale . 

Quando adunque vogliamo cercare le radici razionali, dob- 
biamo primieramente liberare dalle frazioni l'equazione propo- 
sta; lo che faremo ponendo a— , e q~ al prodotto di tutti i 

denominatori diversi de’ di lei termini. Poi prendendo tanto po- 
sitivamente che negativamente i divisori dell'ultimo termine, 
dobbiamo sostituirli in luogo di y nella equazione data; e se 
alcuno di essi vi soddisfarà, sarà una radice dell’equazione, se 
non si troverà alcuno che vi soddisfaccia , potremo esser certi 
che l’equazione data è priva di radici razionali. 

Si abbia per esempio l’equazione del terzo grado nel caso 
irreducibile x* — ^ar-+-6~o: i divisori dell’ultimo termine sono 
i ,2,3,6, de’ quali tre soddisfanno alla prò {rosta, cioè 1 , 2 , —3, 
e sono perciò le di lei radici. 

Quando l’ultimo termine della proposta ha pochi divisori , 
le radici razionali si trovano speditamente: ma se l'ultimo ter- 
mine ha molti divisori, si rende necessario l’aver qualche rego- 
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la, die insegni subito a rigettare i divisori inutili, ed a ritener 
quei soli , che possono soddisfare alla proposta. Abbia l’equa- 
zione data una radice razionale a, e sia perciò della forma 
(x— n)P=o, e il numero a si troverà tra i divisori dell’ ultimo 
termine. Adesso posto y-t-i in luogo di x l’equazione diventerà 
[y — a-*-i)P'—0 , e questa avrà la radice a — i , che sarà compresa 
tra i divisori deH’ultimo termine, il quale si otterrà ponendo 
nel primo membro della proposta ;r=i (ig) . Similmente se fac- 
ciamo ■> — ~ — i , una radice dell’equazione che ne risulta sarà 
, e sarà uno dei divisori del numero in cui si cangia la 
proposta facendovi x=— t . Di qui discende la regola che inse- 
gna a riconoscere i divisori inutili: posto nel primo membro 
della proposta x=i , o, — i , ne vengano i numeri Q , Q' , Q" , 
e sia a un divisore del numero Q 1 ; acciò questo numero sia una 
radice della proposta, bisogna che tra i divisori di Q si trovi il 
numero a — 1, ed il numero a-4.1 tra i divisori di Q". Se questo 
due condizioni non hanno luogo, il divisore a si deve rigettare 
come inutile; tutti i divisori poi si devono prendere a conside- 
rare tanto positivi che negativi. Venghiamo agli esempj, 

I. Si abbia in primo luogo l’equazione 
x*~ ix 2 — 1 1 ao=o . Facendo x=i, o, — 1, avre- 

mo Q=a 4 , ^= 130 , Q"= 36 o, i divisori de’qualr numeri sono 
quei che seguono . 



Q = *4 ) t,a, 3 , 4 , 6 , 8 , 12,24. 

O'=iao / 1,2,3,4.5,6,8,10,12, iS,2o, a4, 3 o, 4 o, 60, 120. 
Q"=z 36 o i 1,2,3,4,5,6,8,9,10,12,15,18,20,24,30,36,40, 

) 45,60,72,90,120,180,360. 

Adesso tra i divisori di Q' rigetto l’unità, perchè in Q non vi 
è o; ritengo il 2, perchè in Q vi è 1 , e 3 in Q" ; cosi pure ri- 
tengo i numeri 3 , 4 . 5 , perchè in Q vi sono i numeri 2, 3 , 4 . 
ed i numeri 4 . 5 , 6 in <2 ", e rigetto tutti gli altri. Prendendo 
poi i divisori negativamente, e rigettato — 1 , ammetto— -a, e 
— 3 , perchè in Q si trova — 3 e — 4 , cd in Q" s’incontra — 1 e 
— 2 . Rigetto — 4 , perchè in Q non si trova — 5 ; e nell’istesso 
modo ammettendo —5 rigetto tutti gli altri. 1 divisori da ten- 
tarsi sono dunque i numeri 2, 3 , 4, 5 , —2, — 3 , — 5 , tra iqua- 
li i negativi non soddisfanno alla proposta, i positivi poi tutti 
vi soddisfanno, e sono perciò le di lei radici. 
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II. Si prenda l’equazione x> — 3 x-t-i 4 =o , e sarà Qzz 12, 
<2 — <4, Q"=i6, de’ quali numeri i divisori sono i seguenti: 

ìa ) i, a, 3 , 4, 6, ia. 

i4 j i , a, 7, 14. 

16 3 1 , 2, 4> 8 , 16 . 

Due soli divisori del 14 cioè 7 e — a godono delle necessarie 
condizioni; sostituiti però nell’equazione non vi soddisfanno, 
oud’essa non ha alcuna radice razionale. 

5 a. 

Quantunque però una data equazione abbia tutte le radici 
irrazionali , può succedere che ammetta divisori razionali del 
secondo grado, del terzo, ec. Rappresenti x a -+-mx-t-n—0 un di- 
visore razionale del secondo grado, e per esso si divida la pro- 
posta: si giungerà ad un residuo della forma ilfx-wV, il quale 
dovrà andare a zero indipendentemente dal valore di x, perchè 
la divisione si faccia esattamente. Avremo ]>erciò le due equa- 
zioni M— o, N—O date per m, ed n, e se da queste eliminere- 
mo n otterremo una equazione in m . Si cerchino le radici razio- 
nali di questa equazione, e se prese per m ci daranno un valo- 
re razionale anche per n, ne risulteranno altrettanti fattori ra- 
zionali della proposta. 

Sia data per esempio l'equazione x*— 3 x a -*-ìCX -~ fero , del- 
la quale si debbano cercare i divisori razionali del secondo gra- 
do. Si divida il primo membro della proposta per x 2 -+-mx-+-n, 
e si giungerà al residuo { lo-t-ainn— m 5 -+-3/n)x-wi a — 6. 
Quindi avremo le due equazioni 

m * — Min — 3 m — 1 0=0 , 

ti» — m l n-+-in — 6=0 , 

ed eliminando n l’equazione 

rn 6 — 601 4 -+- 33 /m*— “> cozzo . 

Le radici razionali di questa sono a e — i, i quali valori sosti- 
tuiti nell’equazione m J — a/nn— 3 ffi— I o~o ci danno n^~ a, ed 
n — 3 . Dunque la proposta ha i due divisori razionali 
r*-+-a.r — 2—0, x » — 2,r-f-3=o . 

Dalle cose precedenti facilmente si comprende, qual me- 
todo usar si debba per trovare i divisori razionali del terzo gra- 
do, o de’gradi superiori. 
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Di sopra (34) abbiamo dato il metodo per trovar la radice 
quadrata del binomio a-*-\/b\ passiamo adesso alla "ricerca del- 
la radice qualunque di questo binomio , allorché è possibile. 
Sia primieramente m un numero dispari, e la radice /».«““» del 
binomio a- b sarà, quando è possibile, della forma 

(x-t-j/y) y/ k , poiché qualunque altra forma si assuma, inal- 
zata alla potenza m conterrà più di un radicale, e perciò non 
potrà essere eguale alla quantità a-t-J/A. Sia duuque 

k, ed elevando questa equazione al- 
la potenza m avremo 



m ^ mirri — i ì ^m — a m(m — i)(m — a)(m — 3) ni 4 a 



mx 



a ^ a.3 . 4 

ni — j mfm — ?)(m — a) m — 3 



ec. 



a .3 



JH-ec 



)• 



Ma siccome devono essere eguali tra loro separatamente le 
quantità razionali’ e le irrazionali, avremo 

a=l( 



(i) a=A( 



m mlm — i) m — a 
x h x y- 

<1 ** 



' ec, 



) 






Quindi apparisce, che sarà ancora y/ [a — {/i)— ( r 

perchè da questa elevata alla potenza tn si ricavano le medesi- 
me equazioni (i) , e (a). Si moltiplichino tra loro le due radici 

\/ I > \/ (-V*) • « « otterrà x a — y, onde 

acciò la quantità x»--ysia razionale, cioè affinchè o-vj/i abbia 

radice della forma (x-+q/y) y/ k, conviene che sia 



una 



k* 



una potenza . Si prenda adunque k in modo, che soddi- 

sfaccia a questa condizione, ed è sempre possibile di avere un 
tal valore di k, perchè se non se ne trovano altri, si può pren- 



dere A— (a 3 — b) 
Torti . I. 



Fatto ciò sia a —, — ~—c m 
k* 



, ed avremo 

i5 
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yzzx 2 — c, e sostituito questo valore l’equazione (i) diventerà 
( 3 ) a=zk(x m + V-^ec.) , 

e le radici razionali di questa equazione, se ne ha, ci daranno 
il valore di x\ onde poi si dedurrà quello di — c, e quin- 

di la radice cercata (ar±^/ t k. Inalzando questa radice al- 
la potenza m, e paragonandola con la proposta «-*-(/'£ vedremo 
quale de’dne segni -4-0 — si debba prendere. 

Si debba per esempio estrarre la radice cubica dal binomio 

i-t- — |/ai : avremo azzi , \/bzz—\/ 2.1 , e « e quindi 

° ^ À c ^* e sar ^ un cu ^° 8e 8 * prende A— 1, e percH» 

czz Sostituiti questi valori l’equazione ( 3 ) diventerà 

«5 

4 x 5 -*-x — lino, la quale ha una radice razionale — Sarà dun- 



que xzz^, T=^ 



1 7 at 



tt, , e la radice cercata zz — f- -a/ ai. 

a- 4 3 la 36 ’ a o y 

Sia proposto in secondo luogo di estrarre la radice cubica 
dal binomio immaginario — 3 -f--^q/— 3 . Avremo azz — 3 , 

bz r— 1^12 ? 1 ‘ — — 1_ ponendo A— 1 , e perciò czz ±r . Ora 

*7 ’ k > a -k 1 3» 1 3 

l’equazione (3) diventa 4-v*— -7X-*-3=o , le di cui radici sono —, 

3 , .. &5 1 1 *1 

1 , ; i valori di y saranno perciò — — , — -j , — — ’ ea 11 

binomio proposto avrà le tre radici cubiche— — 3 , 

a . „ 3 i . - 

I-H-r-t/ — 3 , — — i ; |/ — 3 • 

3 a 6 an/ ... 

Sia adesso m pari zziti, e potremo supporre j/ (a-+\/b) 

zz(\Zx-^ / / y)y/ // k, poiché elevando questa quantità alla poten- 
za a n, essa non conterrà che un solo radicale | / xy , e l’equa- 
zione (i) sarà in questo caso 



(4) o—k^x - 



anta n — il n — I 
x y- 



• ec. J 
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Dovrà dunque essere j/ ° — y , e quindi acciò x ed y 

aa- 



siano razionali, converrà che sia la quantità 



A- * 



una potenza 



an.winu. onde una condizione necessaria si è , che a 2 — b sia un 

o 2 ——h 

quadrato, perchè tanto k 2 che la frazione - è un quadrato. 
Posto ciò si cerchi per k un numero tale , che , f> diventi una 



k* 



potenza c ; e ciò sarà sempre possibile, perchè si può prende- 
re fcz\/(a 2 — b), e A=j/(a a — b'f^ n ~*~ t , se non si trovano altri 
valori di k più piccoli di questi . Adesso avremo yzzx—c , e so- 
stituendo questo valore nella equazione ( 4 ) otterremo 1 ’ equa- 
zione 

(5) a=zk(x n -+- a - " - ^ — -x n ! (x — c)-t- ec. ^ , 

le radici razionali della quale ci daranno i valori cercati di x. 

Si voglia per esempio la radice quarta del binomio i4-s-8l/3; 
avremo <t~i4> b— 192 , e o* — bzz 4 , che è un quadrato. Per ren- 
dere “ — una quarta potenza' prendiamo kzz , ed avremo 
erra, e l’equazione (5) diventerà x 2 — ax — 3=o, ohe ci dà x=3. 
Onde y— i , e la radice cercata sarà . 

A 

CAPITOLO XIV. 

Ricerca delle radici dell ’ equazioni 
per approssimazione . 

54. 

Abbiamo detto che le radici irrazionali dell’eqnaeioni al di là 
del quarto grado non si sapevano finora generalmente esprime- 
re. Per rimediare a questa mancanza, di quelle radici, delle 
quali il valor vero conoscer non potevano, hanno procurato i 
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Geometri di ritrovar»* il valore cosi al vero prossimo, che l’er- 
rore commesso fosse di qualunque data quantità minore. Nell’e- 
sporre questa Teoria cercheiemo in primo luogo il numero in- 
tero/» prossimamente minore «li ciascuna radice , in modo che 
la radice rada tra i numeri p, e p-+~ i , il «jual numero p si chia- 
ma il limite della radice: poi trovato questo limite ci accoste- 
remo scmprepiù al vero valore della radice. E «jui considerere- 
mo per ora soltanto le railici positive e disuguali, perchè delle 
uguali parleremo a parte, e perchè posto nella equazione — x in 
luogo di x le radici negative si cangiano in positive. Onde esa- 
minate prima le positive, per ottener le radici negative porre- 
mo — x in luogo di x, e cercheremo le radici positive dell’equa- 
zione che ne risulta. Tutta questa Teoria, che siamo per espor- 
re, si deve al Sig. de la Grange. 

Se due quantità sostituite in luogo dell’incognita rendono 
il primo membro di una equazione di segno diverso , abbiamo 
veduto che una radice è contenuta tra quelle quantità . Da que- 
sto principio dedurremo il modo di trovare i limiti delle radici . 
E primieramente convien riflettere , che se si sostituiscono 
nell’equazione due quantità p e q , delle quali la prima sia mag- 
giore e la seconda minore di una radice a , e sia inoltre p — q mi- 
nore di qualunque delle differenze tra a e. le altre radici b , c, 
ii, ec. , le quantità che risultano da queste sostituzioni avranno 
segni divcr«i. Poiché queste quantità son lo seguenti; 

(p—a )(p — b)(p—c)(p—d) ec. 

(q—a ) ( q—b)(q—c) (q—d) ««• 

Ora p — j, e q—a hanno segni diversi, e gli altri fattori p—b, 
p—c , ee. hanno il medesimo segno de’ fattori corrispondenti 
q — l , q — c , ec. ; infatti se due di essi , come p—b , q — b, avesse- 
ro seguo diverso, la radice b sarebbe compresa tra p e /, lo che 
è contro l’ipotesi. Dunque ec. 

Quindi se sarà r la più piccola tra le differenze delle radi- 
ci , e si prenderà A — , o <r, poi in luogo di x si sostituiranno 
nel primo membro dell’eq«iazione.i ’tiumeri o. A, aA , 3A, 4 A, 
5A, ec., le quantità nate da queste sostituzioni formeranno una 
serie, nella «juale vi saranno tante variazioni di segno, quante 
radici reali, positive, e disuguali avrà la proposta. Se 1’ equa- 
zione data ha una sola radice reale positiva, o più radici che 
differiscano tra loro di più dell’unità, in tal caso si potrà fare 
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Arri , cioè fi potranno sostituire in luogo ili x 5 numeri natu- 
rali O, I, 2, 3 , oc. Ma se la proposta ha più radici positive, 
le differenze delle quali siano minori dell’unità . allora si deve 
fare A<i , cd insieme minore o eguale alla più piccola differen- 
za tra le radici . Tutto fallare adunque si riduce a trovare qual 
sia la minima tra le differenze dèlie radici dell'equazione dula . 

55 . 



Proposta perciò l’equazione 

( B) x m -Ax m ~ 1 -+-J 3 x m ~ a ‘-Cx m ~*-*-D.v m ~* .... =o , 
cerchiamo un’altra equazione , ove l'incognita u sia eguale alle 
differenze tra le radici della proposta. Siano a , b, c, ec. le ra- 
dici dell’ equazione data ; i valori di U saranno a—b,a — c, ec. , 
b — a , b — c, ec. , c — a, c—b, ec. , i quali , coni’ è chiaro, saranno 
m(m — i) di numero, e due qualunque di essi saranno eguali e 
di segno contrario. Quindi l’equazione in u sarà priva di tutte 
le potestà dispari di u, dovendo essa rimaner la medesima, se 
invece di u vi si pone — «: e perciò se faremo u 2 ~y, cd 

— —ri , la risultante equazione sarà della forma 

y — A y -+-B y — C y ec. =o. ( D) 

Per trovar questa equazione, supponghiamo che x' espri- 
ma una radice della proposta diversa da quella che rappresenta 
x, e sarà similmente 

iTTl . r Tìl~— I i, < TU — % p ,171—3 
x — Ax -4-/JX — li ec. rro . 

E siccome u esprime la differenza tra le radici della proposta, 
sarà x'=x-+-«, sostituito il qual valore nell’ultima equazione , 
ne nascerà 

ec. =o, (AI) 

ove sarà (39) 

n m . m — 1 „ m — a 

Fzzx — Ax -*-Bx — ec. =0 



Qzz/nx m 1 — (m — 1 )Ax m — 2 )Bx m ec. 



R 



, rn[m— 1) m — 2 (m — t)(m — a) m —3 





-X — 



-+-ec. 



ec. 

Quindi l’equazione (AT) divisa per u diventerà 
Q-t-Ru-*-Su 2 -ì- ec. zzo. 
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Col mezzo di questa equazione e della proposta eliminando x 
avremo una equazione in u, nella quale se faremo u 1 xzy , otter- 
remo la cercata equazione (D) . 

Ma siccome questa eliminazione presenta molte difficoltà, 
j coefficienti della trasformata ( D ) si troveranno più facilmente 

nel modo seguente. Rappresenti P^ la somma delle potenze 
r.tume cteile radici della proposta, e sarà ( 3 y) 

P -A 

P^-AP—iTì 

PìA-AP^'-RP+ZC 

P ( < >=AP<- > ì-RPi ‘ )+CP— \D 



ec. 

Inoltre esprima la somma delle potenze r. delle radici 

della trasformata ( D ) , cioè la somma dei binomj (a — b) 2r 

(a — cf r , ec. (b — cf, ec., e facilmente si vedrà che il valore 

di Q ^ conterrà prima le potenze 2 r. delle radici della pro- 

posta moltiplicate per m — 1 , perchè in m — 1 binomj è compresa 
ciascuna di queste radici, poi la somma dei termini della forma 

a b moltiplicati per — ar, i termini della forma a b 

moltiplicati per — ^ — — , quei della forma <a 2r ^ b ^ moltipli- 

. 2r(ar— 1 )(ar— -a) . . . 1 1 

cati per ^ -, e cosi in seguito. Unde sarà 



QW=(m-i)P (ar) -2zP (ar_1 » p( 2r ~ 2 » a ) 

ar(ar — 1 ) . . . ( r -*- 1 ) P^ ’ ^ 



a . 6 . 



e sostituendovi i valori di P^ 2r ,, 1 ) > p( 2r 2,a ), ec. ( 38 ) 
q^=:(m-i)P ( * r>, -2rP.P^ r ~'\. . ± ar | 2r -') • • • ~ 

- 4 -P (ar) (2 



2r- 



ar|ar — 1 ) 


ar(ar— t)(ar— a) 


ar(ar — 1 ) . . 




2 


h a . 3 


a . a . 3 . 





• * i ar) 

Ma la quantità, che nella seconda linea moltiplica -*-P K ’ , è 



I 
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evidentemente ~ — Ll_ — ì — i ; dunque avremo 

Q^=mP^-zrP.P ) -h p( a ).p( 2r - 2 ) 



arfar— i)(ar— a) . . . (r-t-i) P 



(') p(r) 



2 . 6 r 2 i 

ove nell’ultimo termine si deve prendere il segno -+- se r è pari , 
ed il segno — s cri dispari , 

Determinati i valori delle quantità Q , . Qt*> , ec., i 

coefficienti A', B' , C' , ec. della trasformata (D) saranno dati 
dalle formule seguenti. 

A’—Q 

„_ A'Q-QIA 

2 

n<- B'Q-A’QM+Qi*) 

3 

n— C'Q-B'Qi*)+A'Q u >—> P u> 

4 

ec. 

Dai coefficienti adunque della proposta si troveranno pri- 
mieramente i valori di P, P^\ pW p( 3n ); poi da essi i 

valori di Q, , e da questi finalmente i coef- 

ficienti A' , B' , C' , ec. Qui poi giova il riflettere, che l’equa- 
zione ( D ) sarà la medesima, se tutte le radici della proposta (B) 
si aecreseeianno , o si diminuiranno della medesima quantità. 
Onde se dalla proposta si toglierà il secondo termine, l’equazio- 
ne (D) sarà la medesima, ma si determineranno più facilmente 
i di lei coefficienti . Poiché allora sarà Azzo, e perciò 

Pzzo —m Pt a ) > 

P<*>=3C, 2 

P<0 = _£^(a>_ 4D , P (l) , 

2 . 

ec. 



ec. 
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A'=Q 

f r- slV-Q^ 



ec. 



Per far l’applicazione di ciò che abbiamo detto a qualche 
caso particolare, 

I. Sia proposta l’pquazione x s — 2x — 5 =o, e si voglia tro- 
„ , m(m — t) 

vate la trasformata in y. Sarà m~ 3 , onde n— = 3 , 



si— o, B— — 2 , 0 = 5 ; quindi P—n , p*-*)— 4 , la, P l,) = 8 , 

P (;J =ó o,f ( ) =qi; ^7 =i2, Q l,ì ~ — «497S A'zziz, 

B’zzib, C— — 643 : e perciò l’eqoazione cercata sarà 
y > — i ay a -*-36y-*-643=o . 

II. Sia data l’eqtiazionp x* — yx-*-q—ci. Sarà nzz 3 , A— o, 
B ~ — 7 , C~— 7 ; onde fco , pf J >=i4. P (> >= — 2i. 

/< >-— 245, P<->= 833 j (?= 4 a, Q (i >=» 92 , Q<»>=i8ó6y, 

^'=42, P'=44‘ > C— 49 » e l’equazione richiesta sarà 

y > — 4 3 t 3 -*- 44 1 y — 49 =0 • 

III. Finalmente si abbia l’equazione x*— 4 xa -*" 4 r — 1=0 • 
Sarà n=6, A— o. B=— 4, 0 =— 4, /?=— 1 ; P=o . P (a, =8 , 
pt>) = _ ja , P<«h= 36 , Pt»>=— 80, F<‘>=2no, P‘ 7 >=— 4 ^ 6 , 
P‘*>— ii 56 , P (5, =— 2784, pt‘°>=fi7a8, P (,, >-=— i 6 a 36 , 
P 1 ' >1=39204 ; 0 = 3 a, Q l2) =336 , < 9 <>h= 368 o, <^«>=41024, 
Ql >=463232, <3 u) =528oooo; onde A'=Ì2, B'= 344 , 0 ’=i 3 ia, 
D'—- t & 4 , £'=128, F—o: e l’equazione delle differenze in y 
sarà perciò 

y‘— 3 ay 4 -*- 344 j ,_ 1 3 i 3 / , -*- 7 8 4 j a — ,a 8 y =0 • 



56 . 

Siccome le radici dell’equazione ( 79 ) som) i quadrati delle 
differenze tra le radici della proposta (B), se ^equazione (£ 7 ) ha 
tutti i suoi termini del medesimo segno (pel qual caso non può 
avere alcuna radice reale positiva ) le differenze delle radici 
dell’equazione (B) saranno tutte immaginarie: e perciò questa 
equazione o avrà una sola radice reale, o più radici reali tra 
loro eguali. Di questo caso parleremo in appresso, in quello è 
chiaro che possiamo fare A=r. 
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Se l’equazione ( B ) ha uno o più paja di radici eguali, l’e- 
quazione (D) ha uno o più valori di o, ed è perciò o una o 
più volte divisibile per y. Fatta questa divisione, quando oc- 
corre, sia l’equazione che ne risulta disposta nel modo se- 
guente : 

i+A"y+B”y>+C"y> ....*-R"y r = o (E) 

ove r<n, o rzzn se niun valore di y è =o . Facciamo y =~; , ed 
avremo l’equazione 

z A" z T ~ x a -*-C"z r “ 3 y-R'—o . ( F) 

In questa equazione ( F) si cerchi il limite l delle radici positi- 
ve (4®!, e sarà l maggiore di tutti i valori positivi di z, e quin- 

di T minore di tutti i valori positivi di y, cioè diy, cioè di u a . 
Sarà perciò — minore di qualunque valore di «, cioè minore 
di qualunque differenza tra le radici della proposta. Ed ecco 
trovato il valore di A, cioè A=, o <— L_; ° ®* a * e k è il numero 

intero prossimamente maggiore di \/l. A— . Onde se ferì, 

sarà A=t ,. e potremo sostituire la serie o, i, a, 3 ,ec. in luo- 
go di x . 

Negli altri casi, quando A> i , si devono sostituire nel pri- 
mo membro della proposta i numeri o, -r , % > -r » ec. , e le 

quantità, che ne risulteranno, formeranno una serie, ove tante 
saranno le variazioni di segno, quante sono le radici reali, po- 
sitive, e disuguali della proposta. Nel medesimo tempo cono- 
sceremo il numero intero più prossimo a ciascuna radice: siano 

infatti — ed due numeri, che sostituiti nell’ equazione 

hanno dati resultati di segno diverso, una radice sarà compresa 
tra — ed — —■ , e perciò il numero intero prossimamente mino- 
re di è il valor prossimo intero di questa radice. Qui poi si 
Tom. I. 16 
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osservi, che se qualche sostituzione renderà il primo membro 
della proposta eguale a zero, la quantità sostituita sarà una ra- 
dice esatta della proposta. Del resto il numero di queste sosti- 
tuzioni sarà sempre finito; poiché la quantità da sostituirsi non 
può esser maggiore del limite delle radici positive della propo- 
sta , giacché tutte le quantità maggiori di questo limite danno 
resultati positivi. Onde se chiamiamo k questo limite, il nu- 
mero delle sostituzioni da farsi sarà al più =A 4 . Siccome poi la 

sostituzione delle frazioni -7- ec. è assai incomoda, tor- 

k k k 



nera meglio di porre subito nella proposta — in luogo di x , e 

fc 

sostituire nella trasformata i numeri o, 1 , a, 3, ec. fino al li- 
mite delle di lei radici positive: le radici della proposta cudc- 
ranno tra quei due numeri consecutivi divisi per k , i quali da- 
ranno risultati di segno contrario. 



5 ?. 

Fin qui abbiamo parlato delle radici reali e disuguali , di- 
ciamo adesso qualche cosa dell’ eguali, e delle immaginarie. E 
primieramente se la proposta ha radici eguali, l’equazione (IJ) 
sarà tante volte divisibile per y, quante sono le combinazioni 
di due delle radici eguali ; onde dalla forma della trasformata 
(U), si potrà subito vedere, se la proposta contiene- più radici 
eguali. L’equazione (B) abbia pertanto r radici —a, e si molti- 
plichi per la progressione aritmetica degli esponenti de’suoi ter- 
mini, in modo che ne nasca l’equazione (£?’)= o. Siccome le ra- 
dici della prima equazione sono limiti delle radici della secon- 
da (44), r — 1 radici dell’equazione (B’)—c saranno comprese tra 
i limiti a ed a, cioè saranno =a. Similmente se l’equazione (B) 
ha s radici zzb, l’equazione (B') avrà s — 1 radici —b. Se adun- 
que si cerca il massimo comnn divisore dell’ equazioni (B) e (/?'); 
questo conterrà i fattori eguali della proposta , ma elevati ad 
una potenza minore di una unità. Sia li questo massimo co- 
mmi divisore, e ( B ") il quoziente di ( B ) diviso per 7 ?; l’equa- 
zione (B")=zo conterrà tutte le radici medesime della proposta, 
ma le radici multiple di questa saranno diventate semplici 
nell’equazione (jB")=o, la quale perciò si potrà trattare con i 
metodi precedenti. Si possono ancora ottenere due diverse equa- 
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«ioni, una dplle quali contenga le sole radici eguali della pro- 
posta, e l’altra lesole disuguali. Si cerchi il massimo cornuti 
divisore di ( A ') e (B"), e fattolo —R', sia (B"') il quoziente di 
{B") diviso per fi', l’equazione conterrà le sole radici 

disuguali della proposta, e l’equazione R'—o le sole radici 
eguali, e ciascuna di loro presa una sola volta. L’cquazioni 
Jl'~ o, e ( B"')—o ammettono i metodi precedenti . 

Per dilucidar questa Teoria con un esempio , sia data l’e- 
quazione 

(fi) x’ — 7^►^-Iox 4 -l-38x , — tSSx'-i-a^ix* — 144X— 36=ro, j 
la quale ha tre radici zxi , due =a, e le altre disuguali 3, e — 3. 
Si moltiplichino tutti i termini per gli esponenti dell'incognita 
in modo, che ne nasca l’equazione (fi') 

(8') ^x 4 — 4.3 x‘-»- 5 ox 4 -+-i 5ax*— 465x s -*-44 a ' r — - I 44 =0 , 
e questa equazione (fi') ha due radici =i , ed una —ì. . Si cer- 
chi il massimo cotnun divisore R dell’ equazioni (fi) e (fi'), e 
sarà 

fi~r r ' — 4x 2 -*-5x — a , 

e l’equazione R — o ha due radici =i , ed una =a, cioè ha i 
fattori eguali della proposta, ma questi elevati ad una potenza 
minore di una unità. Sia (fi") >1 quoziente di (fi) divisa per fi, 
(fi")=x* — 3x* — 7X a -*-27X — 18, 

e le radici dell’equazione (fi")=ro sono i , a, 3, — 3, cioè quel- 
le medesime della proposta, se non che le multiple son diven- 
tate semplici , Si cerchi adesso il massimo comun divisore fi' 
dell’ equazioni (fi') e (fi") , e sia inoltre (fi'") il quoziente di (fi’) 
divisa per fi'; 

fi' =x* — 3x-t-a 

( A”')=x*— p 

le radici di fi'=o sono tea, quelle di (B"’)~o sono 3, e — 3, 
cioè la prima equazione contiene le sole radici eguali , e la se- 
conda le sole disuguali della proposta. 

•58. 

Dopo di aver trovate tutte le radici reali tanto disuguali 
che eguali, se vediamo che il loro numero è minore del grado 
dell’equazione, ne concluderemo che le altre radici sono imma- 
ginarie. Acciò l’equazione (fi) abbia tutte le sue radici reali, 
bisogna che i valori di u sieno anch’essi reali , ed i valori perciò 
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di 7i a ~y reali e positivi , cioè che l’equazione (D) abbia tutte le 
radici reali e positive. Se dunque l’equazione (D) nou ha i se- 
gni alternativamente positivi e negativi, la proposta avrà senza 
dubbio qualche radice immaginaria. Ora le radici immaginarie 
sono sempre in numero pari, e due qualunque di esse sono del- 
la forma o-t- f?|/— I , «— ffy/— i; sarà perciò kz= ed 
4P* = dal che apparisce che la trasformata ( D ) ha tante ra- 
dici reali negative, quante coppie di radici immaginarie si con- 
tengono nella proposta. 

Quindi se facciamo — t , l’equazione (Dftài venterà 
(G) t n +A't n ~ 1 +B't n - 2 - t -C't n ~ 5 -<- ec. =o , 



e questa equazione (G) avrà tante radici reali positive, quante 
coppie di radici immaginarie sono nella proposta. Siano dunque 
t' , t " , t"\ ee. le radici reali positive dell’equazione (G), ed i 

valori di f saranno!- — , — , ! , ec. Per conoscere adesso 



i valori di « si sostituisca nella proposta i in luogo di 

a: , e paragonando tra di loro separatamente i termini reali, ed 
immaginari, otterremo l' equazioni seguenti, 



w n ni — j ^ rri — 2 
a -+ -Pa -t-Qa ec. ~o, 

2. m—3 

ma -+-pa - 4 - ec. —O, 

ove i coefficienti P, Q, ec. p, <j , ec. sono composti delle quan- 
tità A, B , C, ec. e di (l . Ora se diamo a (} uno dei precedenti 
valori, l’ equazioni (H) devono aver luogo insieme, e perciò 
avranno qualche divisore comune. Si cerchi adunque il loro 



massimo comun divisore, e questo eguagliato a zero ci darà una 
equazione, per mezzo della quale conosciuta (?, si conoscerà a . 
Qui però si rifletta, che se tutti i valori di /? sono disuguali, a 
ciascun valore di fi corrisponderà un valore di a: e perciò l’e- 
quazioni (//) avranno in questo caso una sola radice comune, o 
sia il loro divisore sarà di primo grado. La divisione adunque 
si deve allora continuare, finché si giunga ad un residuo, in 
cui a abbia un solo grado, e questo residuo eguagliato a zero 
ci darà il cercato valore di ». Ma se due valori di fi sono egua- 
li, come a questi valori eguali possono corrispondere due valo- 
ri diversi di a, conviene allora proseguire l’operazione fino ad 
un residuo di secondo grado per rapporto ad «, il quale ugua- 
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oliato azero cì darà i due cercati valori di a . Si deve tenere 
una regola simile, se i valori eguali di fi sono in maggior nu- 
mero . 

5 9 . 

Conosciuto il limitedi ciascuna radice, convien partirsi da 
esso per accostarsi più da vicino al vero valore della medesima 
radice. Sia data l’equazione 

Ax n -\-Bx m a -t- ec. =0 , (a) 

e sia p il limite di una delle sue radici , cioè sia x>p , ed x<p~*-ì. 

Si faccia x=zp-*-~, e sostituito questo valore l’equazione ordi- 
nata per y diventi 

A'y m -*-B'y m l -*-Cy m 2 -+- ec. zzo . (£) 

Essendo adunque — X> , e <1 , sarà j>i; onde l’equazione ( 6 ) 

avrà una radice reale positiva maggiore dell’ unità. Quindi col 
metodo precedente si cercherà il valor prossimo intero di que- 
sta radice, il quale si dica q. Si ponga yzzq-*-^-, e l’equazione 
(i) diventerà dopo questa sostituzione 

sii JTl v)ff /-|| f ___ / \ 

A z -+-IÌ z -+-C z -+-er. 2=0, (c) 

la quale ha una radice reale maggiore dell’ unità, il di cui limi- 
te se si chiama r, e si pone di nuovo zrrr-t- , si otterrà una 

nuova equazione in u, che avrà anch'essa una radice maggiore 
dell'unità, e così in seguito. Operando nella medesima manie- 
ra ci accosteremo sempre più al vero valore della radice. Ma se 
alcuno de’numeri p , q , r, ec. sarà una radice esatta della corri* 
spondente equazione , allora sarà o x=^p, o yzsq , ec. , e l’opera- 
zione sarà terminata, ed il valor della radice riescirà commen- 
surabile. Negli altri casi il valore della radice sarà irrazionale, 
nè potremo conoscerlo che per approssimazione. 

Ciò che abbiamo detto di una radice, si deve applicare a 
tutte le altre: trovati cioè i limiti p,p',p", ec. di ciascuna, ce 
ne dobbiamo servire per conoscer più da vicino il valore di es- 
sa. Ma qui devono osservarsi alcune cose: se i numeri p, p',p", 
ec. sono tutti diversi , le trasformate ( b ), (c), ec. non avranno 
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che una sola radice maggiore dell’ unità , perchè se alcuna dì es- 
se, per esempio (b), avesse due radici reali y' , y " t maggiori 

dell’ unità , sarebbe x=y>-*- ■— , xzz.p-i- ~ , cioè due valori di x 

avrebbero contro l’ipotesi il medesimo limite p . Ne segue, che 
per trovare i limiti delle radici in quest’equazioni (b) t (c) , ec. 
basta allora sostituire i numeri naturali in luogo delle incogni- 
te y, z, ec. (54), Hnchè due sostituzioni contigue diano resulta- 
ti di segno contrario. 

Ma sedup valori di x hanno il medesimo limite p, in tal 
caso l’equazioni (b), (c), ec. avranno due radici reali maggiori 
dell’ unità, finché si giunga ad una equazione, di cui le due ra- 
dici abbiano diversi limiti; perchè allora ognuno di essi sommi- 
nistrerà una differente serie d’equazioni, ciascuna delle quali 
avrà una sola radice maggiore dell’unità. Una simile riflessione 
si deve fare nel caso che la proposta abbia tre o più radici, il 
limite delle quali sia lo stesso. In tutti questi casi adunque 
conviene per ciascuna trasformata (à), (c), ec. trovar l’equazio- 
ne delle differenze (D ) , lo che richiede non leggiera fatica. Si 



potrà contuttociò farne di meno, se porremo nella proposta — 

Jc 

in luogo di x, essendo k determinato come sopra (56): poiché 
l’equazione, che ne risulterà, avrà i limiti delle radici tutti di- 
versi. Allorché poi avremo trovato il valore delle radici di que- 
sta equazione, se esso si dividerà per k, diventerà il valore del- 
le radici della proposta. 

Poste queste cose siano q , r, t, t, ec. i respettivi limiti in- 
teri della radice maggiore dell’unità nell' equazioni (b), (c), ec. , 

e sarà xxzp-\- — , y — g-L. — , txzr- 1 - — , ec. , e sostituendo succes- 
sivamente nel valore di x quelli di y , di z, ec., avremo x==p, 

x=P£±l ec . , le quali 

q * q ’ qrs-r-q-t-s * 

frazioni convergono verso il vero valore della radici* cercata in 
modo, che la prima è minore della radice, la seconda 



* ? 
maggiore, la terza di nuovo minore, e così in seguito, cosicché 
il valore cercato carierà tra due frazioni prossime. Queste fra- 
zioni si potranno più facilmente computare nel modo seguente . 
Si faccia 



e 
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[ixzqa-+-I 

y=rp-+-a, 

9xzsy-*-p 



ec. 



«'= i 

F=qa 

y'zzr?+ a ' 

V=sy'+? 

ec. 



ed i precedenti valori prossimi di x saranno espressi dalle fra- 
zioni jr . jp , —, , i ec. , la ragione delle quali meglio si com- 
prenderà dopo che avremo esposta la dottrina delle frazioni con- 
tinue. Passiamo a dare qualch’ esempio . 

I. Si debbano trovare per approssimazione le radici dell’e- 
quazione di terzo grado 

x> — ax — 5=0. 



Cerchiamo in primo luogo l’equazione delle differenze in y, e 
troveremo (55) 

j * — i ay »-*-36y-*-643=cv, 

la qual’equazione siccome non ha i segni alternativi, si deve 
conchiudere (5tì), che la proposta ha necessariamente due radi- 
ci immaginarie, e quindi una sola reale, onde per trovarne il 
limite , si possono (54) in luogo di x sostituire i numeri naturali 
o, 1 , a,3,ec. Facendo dunque nella proposta x successivamen- 
te =o, i , a, 3, ec. abbiamo i resultati — 5, — 6, — i , 1 6 : onde 
la radice cercata cade tra i numeri a e 3, e perciò a è il di lei 
limite, cioè p— a. 

Adesso per avvicinarci al vero valore pongliiamo 
x =p-*- y=2-+~ , e ne risulterà l’equazione 

y s — ioy a — 6y— i=o , 

la quale ha una sola radice reale maggiore dell’ unità, c perciò 
si possono sostituire i numeri i , a, 3, ec. Fatto ciò si trova la 
radice compresa fra i numeri io, ed n : e quindi y— io. Fac- 
ciamo adunque y=io-»-— , e ne nascerà l’equazione 



6 1 z * — qófZ 3 — aoz — i =o , 

la quale posta z=i , a , ec. diventa —54, 7 1 , ec. , e perciò 7 = 1 . 
Ponghiamo z=i-»- , e continuando le operazioni nella mede- 

sima forma per i valori delle lettere p , q , r , ec. troveremo i nu- 
meri 2 , 10 , 1 , 1 , 2 , i , 3, i , 1 , ia, ec. Quindi ricaveremo i 
valori di o, o! , ec. come segue: 
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0=2 

(i=,l 

y=23 

*=44 

e=i 1 1 
ec. 



« = i 
§'z=. io 

7 — 11 
j'=2I 

f’=53- 

ec. 



e la radice cercata sarà prossimamente espressa dalle seguenti 
frazioni , 



ai a3 44 1 1 1 *55 5-6 7 3 t 



73 1 

Ì4<) 



i3o7 i64i5 



. le qua- 



i r io 'si' ai' t>3 74 ’ *7^ ' **49 ' bi 4 . 7 a ^7 

li saranno alternativamente minori e maggiori del veio valore 
di x. Se riduciamo coteste frazioui in decimali, i valori prossi- 
mi di x saranno cosi espressi: 

a , oooooo 
a,i ooooo 
2 , 090909 
2 , 096233 
2 , 094339 
2 , 094694 
2 , 094545 
2 , 094555 
2 , 094551 
2 , 094551 

l’ultimo de’ quali non differirà dal vero nè pure di un millio- 
nesimo. 

Le altre radici della proposta abbiamo veduto essere imma- 
ginarie: chi vorrà il loro valore, l’otterrà facilmente nel modo 
seguente (58). Riprendiamo l’equazione in y , e ponendovi 
y = — t essa diventerà 

/ 5 -+-12f*-4-36/ — 643=0, . 

c se ne cerchi la radice reale positiva. Questa radice vi sara a 
motivo dell’ultimo termine negativo, e sostituendo o, 1 , a, - , 
ec. in luogo di t, troveremo esser compresa tra i numeri 5 e 

Si faccia pertanto f=5 -+- ; ne verrà l’equazione 



Si ponga 



38x* — 23 ix a — 27X — 1 — o, 
e il valor prossimo di x si troverà essere — 6 

x= 6 -h - , e continuando nell’istessa guisa per i seguenti valori 

. y 
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prossimi troveremo i numeri 5, 6 , ec., onde ricaveremo le se- 
r 5 3i 160 

guenti frazioni convergenti verso la cercata radice -gp 

221 ec. Conosciuta t, se la radice immaginaria della proposta 

Hja 

si suppone «-*-(? |/ 1 , sarà (>— , e perciò sarà data fi . Si sosti- 

tuisca adesso nella proposta <*-*-§[/— 1 in luogo di x; e parago- 
nando separatamente tra loro i termini reali ed immaginarj 
avremo le due equazioni / *. 

«» — (3 (? a -+- 2 )a — 5=0 
3a* — (f 3 — 2=0 . 

Si cerchi il loro massimo cornuti divisore, e l’operazione si con- 
tinui fino al residuo — (5^ a -f*4) a — i5, ov’è la sola prima poten- 
za di a, e questo residuo eguagliato a zero ci darà a— 

Avremo così anche il valore di a , e quindi quello delle radici 
immaginarie «-♦-(fy/'— 1 , a — §[/— 1 . 

11. Prendiamo un’altro esempio dalla risoluzione dell'equa- 
zione 

x’ — . 

L’equazione delle differenze in y sarà (55)- 

j * — 4 zy a -1-44 1 _)— 49=0 , 

la quale avendo i segni alternativi ci fà sapere che la proposta 
può avere tutte le radici reali, e quelle disuguali tra loro, per- 
chè l’equazione delle differenze non è divisibile per y . Facendo 

adunque (56) avremo 

. . 4 a 1 

z 1 — a z z — o . 

40 49 

Per trovare il limite l delle radici positive di questa equa- 
zione, cerchiamo il più piccolo numero, che- rende positive le 
quantità seguenti 

^ 49 49 



3 /« — 18/- 

■V-Q , 



4i 

'49 ’ 



Tom. I. 
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e trovato hz y avremo k—'i, e quindi Ponghiamo perciò 

nella proposta ^ in luogo di x, ed avremo 
x a — 63 x-t-i 89 =o, (a) 

nella quale equazione sostituiamo adesso in luogo di x i nume- 
ri o, 1,2, 3 , ec. Tra le quantità, che nascono da queste sosti- 
tuzioni , quelle avranno alternativamente segni diversi, che cor- 
rispondono ai numeri 4 , 5 , 6. Quindi la proposta ha due radi- 
ci positive, una delle quali cade tra -j e l’altra tra 4 e » 

o sia ambedue tra i numeri i e 2, ed i è il loro limite intero. 

Per accostarci di più al vero valore di queste radici, ripren- 
diamo l’equazione (u) , nella qualfFi limiti delle radici sono di- 
versi, cioè il limite di una è =4, e dell’altra = 5 . Ponghiamo 

perciò nella equazione (a) x=4-t- — , ed avremo 

y * — 1 5 > a -t-i 2y-+- 1 =0 , 

la qual’equazione ha una sola radice maggiore dell'unità . So- 
stituiti pertanto in luogo di x i numeri 1 , 2, 3 , ec. si troverà 
questa radice esser compresa tra i numeri 14 e i 5 ; onde 5 =i 4 - 

Si faccia y~i4-t — -, e sarà 

a^u' — i 8 ou a — a?u — 1=0. 

11 valor prossimo di usi trova =r6; e perciò rzz 6 . Ponghiamo 

uzz 6-*- -J-, e continuando le operazioni nella medesima maniera 

per gli altri valori delle lettere s, ec. troveremo i numeri 1 , 4* 
6, ec. Sarà dunque 

«=4 a' zzi 

P—'y'l P— *4 

y =346 ? — 85 

&= 4°3 < 1—99 

«=1958 «— 48 * 

£=i 2 i 5 i ^=2985 

ec. cc- 

onde i valori prossimi di quella radice della proposta, che cade 
tra 4" e "T saranno espressi dalle frazioni 

o O 
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4 5 7 346 4e3 1958 iai5r 
3 ’ 4^ * a 55 ' 297 * >443 ’ 8965 

Se riduciamo in frazione decimale la penultima o l’ultima fra- 
zione, troveremo il valor prossimo della radice cercata 
= 1 , 356896, che non differisce dal vero nè pur di un millio- 
iiesimo. 

, , . .56 

Per trovare l’altra radice, che cade tra 1 numeri — e -j , 



ponghiamo nell’ equazione (a) x= 5 — , ed avremo 
y»_iay» — l 5 j — 1=0 , 

ed il valor di y troveremo esser compreso tra i numeri i 3 e 14. 

Facciamo y= 1 3 h — - , ed avremo 
J u 

27 u* — i8o« a — 27 ’u — 1=0, 

e siccome questa è la medesima equazione in u che abbiamo tro- 
vato di sopra, è evidente che i limiti della radice positiva tan- 
to di questa che delle seguenti equazioni saranno i medesimi, 
che nel primo caso, cioè 6 , 1 , 4» 6 , ec. Sarà pertanto 



a— 5 

(i=66 

7 = 4 oi 

5=467 

£=2269 
f= 14081 



a'—t 

<*'=.3 



V — 79 

5 '=qa 

*'=447 

s'=2774 



ec. ec. 

' 5 

ed i valori prossimi della radice, che cade tra — e 



6 

j - , saranno 



espressi dalle frazioni 

5 66 40 r 467 0269 14081 
3 ’ 39 ’ 287 * 376 ’/ 1841 ’ 83 aa ’ CC * 
delle quali se riduciamo le ultime due in frazioni decimali, tro- 
veremo che il valore della radice cercata è prossimamente 
= 1, 69202, e la differenza dal vero appena eguaglia un mil- 
lionesimo . 

Rimane la radice negativa, per trovar la quale ponghiamo 
nella proposta — x in luogo di x, ed avremo l’equazione 
x* — 7X — 7=0, 



\ 
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la quale a motivo dell’ ultimo termine negativo avrà una radice 
reale positiva, ed una soltanto, perchè le altre due radici di 
questa equazione sono state trovate di sopra, e sono negative. 
Sostituendo pertanto i numeri naturali in luogo dell'incognita 
vedremo, che il valore di questa radice positiva cade tra i nu- 
meri 3 e 4. e perciò —3 è il valor prossimo della radice negati- 
va della proposta. Trovato il limite ci potremo accostar di più 
al vero valore, come ne’casi precedenti abbiamo bastantemente 
indicato . 

III. Sia data finalmente da risolversi per approssimazione 
l’equazione del quarto grado 

x' — 4~ r 3 -*-4^ — 1 = 0 . 

L’equazione de’ quadrati delle differenze tra le radici si trova 
essere ( 55 ) 

3ay ‘-*-H44_V 4 — 1 3 i 2 y 5 -*- 784 j a — I a8y=o , 
la quale, essendo divisibile per y, c’indica che la proposta ha 
due radici eguali (Sy) . Perciò si moltiplichino i termini della 
proposta per la progressione 4 . 3,2, 1,0 respetti vamente, e ne 
nascerà 1’ equazione 

4-v ! — 8x-t-4=o . 

Si cerchi il massimo cotimn divisore di questa equazione e del- 
la proposta , il quale si troverà essere x — 1 , e perciò le due ra- 
dici eguali della proposta sono ciascuna =1 . Per ottenere le al- 
tre rndiei dividiamo la proposta per (x— i) 3 , e ne verrà l’equa- 
zione ar a -s-2T— 1=0, la quale contiene le radici disuguali. 
Quantunque si sappia facilmente trovarle radici di questa equa- 
zione, pure ehi volesse averne il valor prossimo con questo me- 
todo, ei brevemente lo conseguirà nel modo seguente. Siccome 

il limite della radice positiva è zero, facciamo x=o-*- ——— , 

l’equazione diventerà y a — 2 y — 1=0, e il valor prossimo di y si 

troverà —2. Si ponga adunque yzz.%-*- — , ed avrassi 

2 » 2 z 1—0, la quale equazione essendo la medesima che la 

precedente in y, è chiaro che i valori prossimi tanto di z che 
delle susseguenti incognite saranno tutti =2, cioè i valori del- 
le lettere p, q , r, ec. saranno o, 2, 2, ec. dai quali si potranno 
poi formare le frazioni convergenti verso la cercata radice. 
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Nell’ equazioni del secondo grado sempre succede, che do- 
po varie sostituzioni e diverse equazioni ritorna poi una «Ielle 
precedenti equazioni, che le altre seguitano col medesimo ordi- 
ne. Per dimostrar ciò prendiamo l’equazione Ax*-+-Bx-*-C—o, 
nella quale A, B, C sono numeri interi e 4 AC è una 

quantità positiva, ed avremo x=- —— > ove 11 ra * 

dicale può esser preso positivamente o negativamente, se am- 
bedue le radici della proposta son positive. Sia p il limite in- 



tero di x, e facendo otterremo l’equazione 

A'x'*+B’x'->-A=o, ove A'=Ap*->-Bp-*-C , B'=2Ap-*-B, e sarà 

T «-~ ^ B J — 4 -4 A ) g e y ^ jj valor prossimo di x' , si fa- 

a A' 



rà x —p -t — - 



e così in seguito. Ora si osservi, 



che 



B'*—4AA'—B i —4AC-, onde la quantità radicale sarà la mede- 
sima in tutti i valori di x, x', x", ec.: ma rimane incerto qual 
segno ne’ diversi valori si debba dare a questo radicale. Per to- 
gliere il dubbio si rifletta, che posto B 3 — 4 ACsiD abbiamo 

B'*-n _ 2 A 

x TJ' *A’(-B'-l/D) -B-i/n 
B '* — 4 AA'—D, e perciò /m- —,-xzoc^p — ^ 



a motivo di 



2 A 



— — * — = — ; onde apparisce, che il segno 

zA 2 A 2 A 

di [/D nel valore di x' si deve prender contrario al segno che 
ha nel valore di x. Quindi se denotiamo col segno < il numero 
intero prossimamente minore della quantità che succede a que- 
sto segno . è chiaro che per aver le trasformate converrà fare il 
calcolo seguente . 



Digitized by Google 




ELEMENTI 



»»4 



A' —A p % -*-Bp -t-C , 
A" —A’p >+B'p' h- A , 
A"'=A"p"'+B"p"-*-A', 

ec. 



P <dL^Jl 

2 A 

B' =a A p -t-JJ , p' <- ~ T{ ' ~^ /D 

B"—iA'p' -+-B' , p" < - n "-^ /n 

r a A" 

B"'=*A"p"+B" , P "‘<:— f r-l /n 

r y ' a A'" 



ec. 



ec. 



ove pel segno di J /D si deve prendere quel medesimo, che ha 
luogo nel valore di x, e le trasformate saranno 



A' x' ■ B’ x' - 2 - A ~o 

A"x"'‘+B"x"-t-A' =o 
A'"x'"*-t-B'"x'"-*-A"~o 
ec. 

Osservando c\ieB'*-\AA'=zDzzB"* -\A'A"=B"'*-4A" A"'=ec. 
vedremo che le quantità A ' , A", A'", ec. si possono più facil- 
mente dedurre dalle formule 



A'- n '*- D 4"- D "'- D ec 

■'* — - - > s* —ft > si , CC. 



4 A 






4 A" 



Se la proposta ha una sola radice positiva, o due radici po- 
sitive, delle quali però la differenza sia maggiore dell’unità, 
ciascuna di queste trasformate avrà una sola radice reale mag- 
giore dell’unità. Ma se la differenza delle due radici della pro- 
testa è minore dell’unità, le trasformate avranno da principio 
due radici maggiori dell’unità , ma poi si giungerà ad una di es- 
se, che avrà una sola radice maggiore dell’ unità. Sia 

la prima trasformata, che ha una sola radice maggiore dell’uni- 
tà, il di cui limite intero sia q , e la trasformata seguente sarà 






ove sarà A^ m “*~ l ^—A '"^q^-t-B . Ma la trasforma- 

ta in u avendo una sola radice >q , se in essa in luogo di u so- 
stituiamo q ed il limite delle radici positive, avremo (4-a) due 
resultati di seguo contrario. Ora sostituendo il limite delle ra- 



Digitized by Google 



D* ALGEBRA P. I. ,3,'J 

dici positive abbiamo un resultato del medesimo segno di 
, e sostituendo q abbiamo il resultato 

. Dunque ed 

hanno un segno diverso; e nell’istessa maniera dimostreremo, 

che nelle trasformate seguenti A^ m ~*~ > \ A^ m ‘*‘ 3 '\ A^ m ~*~^\e c. 
avranno segni differenti. 

Ciò posto, siccome — 4 A^ m \A^ m ~ hI ^ 

=B^ll)^ ) -4A^ l) .A^ ) =ec., ed i prodotti 

A^ m \A^' m '* mi \A^ m '*" 1 \A^ n ~*~ a '\ ec. son tutti negativi, avremo 

primieramente <[/ D , <\/ D , ec. , e poiché i 

numeri A ' \A' ’ , ec. son tutti interi, avremo ancora 

A^ m ^<ì D,A^ mm *~ l ^<\D , ec. E perchè non vi è che un certo 
numero di numeri interi minori di \D e di [/£> , le quantità 

1 ),ij(7»-t-2) ^ ec. , A^ m ) t A^ rn ~*~ i ) , ec. non potranno aveie 
che un determinato numero di valori differenti, e se la loro se- 
rie si continua all’infinito, ritorneranno i medesimi numeri. E 
così pure ritornerà la medesima combinazione di termini corri- 
spondenti nelle due serie, poiché esaurite tutte le combinazio- 
ni diverse, il numero delle quali è finito, la combinazione che 
segue sarà necessariamente una delle precedenti. Si avià per- 
tanto A^ n ~^^—A^ n \ e ove si può considerare 

sempre t come pari. Perchè siccome i numeri A^ , BW de- 
vono ritornare più volte, se la loro distanza fosse sempre dispa* 
ri, basterebbe prendere per distanza la somma di due intervalli , 
la quale sarà pari. Ma essendo t pari, \/D avrà il medesimo 

segno tanto in p ^ che in e quindi —p( n ) 

ci0 . 

sarà affatto simile alla trasformata 
lo che dovrà dimostrarsi. 

Quindi si deduce un metodo più semplice per risolvere per 
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approssimazione 1' equazioni del secondo grado . Si calcolino 
con le formule precedenti le quantità p , p' , ec.. A', A" , ec. , 

B' , B", ec. , finché si giunga ad avere A^ n "*~^zzA^ , e 

B^ n '*~ , ^—B^ n \ essendo t pari, e non occorre andar più oltre, 
perchè gli altri termini si succederanno col medesimo ordine, 

cioè sarà ec. , 

t ec. ' 

Sia data per esempio l’equazione 2 x 9 — 6x-t-3=o: avremo 
A~2 , Bzz — 6, C= 3, [/i?=|/ 1 2=z[/3 , e siccome le due radi- 
ci di questa equazione sono positive, dovremo fare due diverse 
operazioni prendendo J / D prima positivamente e poi negativa- 
mente . Diamo in primo luogo a J/ ZZ il seguo -+-, ed avremo 



B =— 6 


1 * 
II 


.P 




E =8-6= a 


A' _4->*__ I 




^_ 2 _ 2 ,/3_. : 


8 


r 


— a 


n n — \ i.o — ? 


A" — 4 — 1 2 — » 


p " 


^ 2-1-21/3 _ f 




—4 


r 


4 


2=a 


A'"- 4- ,a — t . 
8 







Siccome abbiamo B"'zzE, ed A"'=A', e la differenza degl’indici 
è pari, ci fermeremo qui, ed i liroitiaed , ritorneranno continua* 
mente, cioè i valori di p,p',p",ec. saranno a, a, 1 , a, J, 1, i ,ec. 
Prendiamo adesso [/ D negativamente cd avremo 



B =— 6 
B‘ =— 6 
B " zzò — 6=o 
B"zz — a 
B ,y =+— 2=2 



A =2 

rf' - 36 - ,2 -3 

8 




/> < 6-21/3 _ 0 
4 

p < ! =l 

0 

; H'' 3 — , 


J 2 


— 2 


— 4 12 — a 


»'"< 2+21/1 _ 4 


—4 


4 


A tv— 4— ,a — 


,v < -2-2|/3_ 


il 


P —A 
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Qui ci arrestiamo, perchè B^—B'", ed A v z=A" f \ onde i valori 
di p, p' , p" , ec. saranno o, i , i , I , a, I , a, i , a , ec. 

11 metodo esposto per l’approssimazione delle radici di qua- 
lunque equazione, del quale siamo debitori al Sig. de la Gratta 
ge, è il più eccellente di quanti ne sono stati finora immagina- 
ti, ed il solo in cui quest’oggetto sia trattato in tutta l’esten- 
sione, e con tutta l’esattezza. Chi avrà bene imparato questo 
metodo in tutte le sue parti , e se ne avrà reso facile 1’ uso, po- 
trà con ragione credere di aver molto acquistato, e di esser di- 
venuto abbastanza abile in questa parte d’ Algebra, di cui abbia- 
mo finora trattato, la quale ha per oggetto di rintracciare delle 
radici o il valor vero, o il valore, quanto si vuole, prossimo al 
vero . Meritano di esser vedute nelle Memorie dell’ Accademia di 
Berlino dell’anno 1 768. le Riflessioni del Sig. de la Grange per 
perfezionare e rendere in alcuui casi piu semplice il suo me- 
todo . 



CAPITOLO XV. 

De’ Problemi indeterminati . 

61. 

Abbiamo veduto di sopra (49), clic se il numero dell’ equazio- 
ni eguaglia quello delle incognite, il problema è sempre deter- 
minato, e ciascuna delle incognite ha un valore fisso. Alcune 
volte però succede, che il numero dell’ equazioni sia maggiore 
o minore di quello delle incognite; nel primo caso il problema 
si dice più che determinato } indeterminato nel secondo. Nei pro- 
blemi più che determinati si devono rigettare l'equazioni super- 
flue, poi trovato per mezzo delle rimanenti equazioni il valor 
delle incognite, si deve vedere se l’equazioni lasciate da parte 
possono sussistere insieme con le altre, cioè se i valori delle in- 
cognite ricavati da queste soddisfanno ancora a quelle. Se ciò 
succede, è un segno che l’equazioni rigettate dipendevano dalle 
altre in modo, che le condizioni espresse da quelle erano in 
queste incluse, e il problema diventa allora determinato. Se 
poi il medesimo valore delle incognite non soddisfa a tutte l’e- 
quazioni , il problema è impossibile, perchè le di lui condizioni 
Tom. I. 18 
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sono tra loro contradittorie. Suppongliiamo per esempio che 
qualche problema ci abbia condotti alle seguenti equazioni 
a.r-+-3y=4 , 

3x-*-2y=5 , 

5x-4-5y=i I . 

Posta da parte l’ultima equazione, dalle prime due si deduce 
a.— £, 5 —|, i quali valori siccome non soddisfanno alla terza 
equazione, il problema sarà impossibile. Ma se la terza equazio- 
ne fosse stata 5x-s-5y=9, i medesimi valori soddisfarebbero an- 
che a questa, ed il problema sarebbe determinato. La ragione 
della differenza di un caso all’altro è riposta in questo; nel pri- 
mo caso la terza equazione non dipende dalle altre, ma ne di- 
pende nel secondo, giacché è la somma delle prime due. Queste 
poche riflessioni su’ problemi più che determinati ci mostrano 
apertamente la loro natura; passiamo adesso a dir qualche cosa 
de’ problemi indeterminati, i quali formano una special parte 
dell’Algebra, che da essi prende il nome di Analisi indetermi- 
nata . 

62. 

Essendo ne’ problemi indeterminati il numero delle inco- 
gnite maggiore di quello dell' equazioni, in modo che alcuna 
delle incognite rimane indefinita; in luogo di una o più inco- 
gnite si potrà prendere qualunque numero, e quindi questi pro- 
blemi ammettono infinite soluzioni. Ma siccome vi si aggiunge 
la condizione, che i numeri cercati siano interi e positivi, o al- 
meno razionali, il numero delle soluzioni viene ad esser da tali 
condizioni limitato in modo, che spesso si riducano a poche , al- 
cune volte non ve ne sia alcuna, altre volte poi si mantengano 
contuttociò infinite. Quindi avviene che questa parte di Analisi 
per le varie condizioni, a cui convien soddisfare, esige spesso 
molta acutezza e singolari artifizj di calcolo. Per la più facile 
intelligenza prendiamo in primo luogo a risolvere un problema 
semplicissimo, in cui si cercano due numeri interi, positivi , e 
tali che la loro somma sia 10 . Se chiamiamo x ed y questi nu- 
meri, sarà x-t-ymo, cioè a=io— y, ove y può avere qualun- 
que valore intero positivo, e perciò rappresentare tutti i nume- 
ri interi dall’unità all’infinito. Ma perchè anche il numero x 
dev’ esser positivo, è chiaro che y non può esser maggiore di io. 
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e se si esclude il caso di *=o, y non può esser maggiore di 9. 
Onde avranno luogo soltanto le soluzioni seguenti , 
xzzi , a, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 
y= 9, 8, 7 , 6 , 5, 4, 3, a, 1. 

Ma le ultime quattro di queste soluzioni sono le medesime che 
le quattro prime: quindi la proposta questione si può risolvere 
in sole cinque maniere. Nella stessa guisa si potrà risolvere l’e- 
quazione x-^-byzic , ove il coefficiente di una delle indetermina- 
te è =1 ; poiché sarà x=x—by , e per y non si potranno prende- 
re, che i numeri interi positivi minori di . 

Ma se l’equazione da risolversi in numeri interi sarà della 
forma ax-+-by=zc, ove a e £ sono maggiori dell’unità, converrà 
prima ridurla alla forma precedente, in cui a o b è =1 . Si os- 
servi, che se i numeri a e b non fossero primi tra loro, ma aves- 
sero un comune fattore d maggiore dell’unità, bisognerebbe che 
anche il numero c fosse multiplo di d , acciò l’equazione potes- 
se sussistere in numeri interi. Onde in tal caso si potrà togliere 
mediante la divisione il fattore comune d per ottenere una 
equazione più semplice, in cui a e b siano primi tra loro . Ciò 
posto sia a<b, e sia m il multiplo maggiore di a contenuto in 
b, in modo che sia bxzma-*-b ' , e ponghiamo x-*-myzzt , l’equa- 
zione ax-*~by=ic diventerà at-t-b' yzzc , ove' sarà b'<a e <b . Se b' 
è =1 avremo già ottenuto l’intento; ma se b' è >1, sia di nuo- 
vo m! il multiplo maggiore di b contenuto ina, cioè sia 
a—m'b'-+-a', e posto y-*-m'txzl' avremo l’equazione a! t-t-b' t'zzc , 
ove sarà a'<jb' . Se a' è >1, continueremo l’operazione nella 
medesima maniera; e siccome i numeri b ' , a' , ec. son tutti po- 
sitivi e vanno diminuendo, in fine giungeremo ad uno di essi 
che sarà eguale all’unità, e l’equazione corrispondente a que- 
sto ci darà il valore in numeri interi della respettiva indetermi- 
nata, onde poi retrocedendo avremo per mezzo dell’ equazioni 
ar-*-my=f , y-*-m , ec. i valori di tutte le altre indetermina- 

te t , e finalmente quelli di x e di y . Sia per esempio a’zzi , ed 
avren>0\/=rc — b't' , yzzt’ — m’t=( 1 ~hb’m')t‘ — me , ed 
xxzt — — (m-*-ò'mm'-*-b')t ‘ ; cioè le due incognite x 
ed y saranno espresse per un’ altra indeterminata t' , la quale 
•dovrà prendersi in modo , che i valori di x ed y riescano ambe- 
due positivi . 
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Si debba per esempio dividere il numero a 5 in due parti , 
una delle quali sia un multiplo di a, e l'altra di 3 : se chiamia- 
mo 2r e 3 y queste parti, sarà ax-t- 3 j=a 5 . Si faccia x-t-yzzt , e 
sarà 25 ; e siccome siamo già arrivati ad una equazione, 

ili cui una delle indeterminate ha per coefficiente 1’ unità , l’o- 

f erazioneè terminata ,ed abbiamo y~a 5 — 2t, ed a— t — yzz.it — a5. 

er aver questi valori di y ed x espressi in numeri più piccoli 
facciamo t~ la — z, ed avremo y=az- 4 -i , arri 1— 3 z . 11 valore di 
y riesce positivo, se per z si prende qualunque numero positi- 
vo; ma acciò riesca positivo anche quello di x , convien che sia 

dr<i i , e z< 4 A< 4 » c ’°* ! non maggiore di 3 . Onde nascono le 

ó 

quattro soluzioni 

*= o , i , a, 3 , 

, y—i , 3.5,7, 

XZZÌ i, 8, 5 , 2 , 

e le parti cercate saranno i.° 22-4-3, 2.® i6-t-q, 3 .® io-4-i 5, 
4.® 4-4-21 , le quali tutte formano il medesimo numero 25 . 

I problemi, che conducono all’equazione axn-byzzc , ove 
a, b, e c sono numeri positivi, hanno sempre un numero limi- 
tato di soluzioni . Ma se a o b sarà un numero negativo, cioè se 
si dovrà risolvere in numeri interi e positivi l’equazione 
ax—by^c, si avrà in tal caso una diversa specie di problemi, i 
quali ammettono infinite soluzioni . Per render ciò sensibile con 
un esempio, cerchiamo il nùmero N, che sia prima divisibile 
per 5 , poi diviso per 7 lasci il residuo 3 . Sarà Nzz 5 r, ed insie- 
me N=iy -*-3 ; onde nasce l’equazione Sx— 7y=3 . Si faccia 
x — yzzt , e sarà 5 f — 2)— 3 , 

2 t—)Z=t ' , 2t’-+- tzzò . 

Quindi avrassr tzzi— ut' 

• yzz 2 t—t'~ 6 — 5 t' ’ 

e le incognite x ed y saranno espresse per un’altra indetermina- 
ta t ’ , la quale, potendo esser negativa, ci darà infiniti valori di 
.re di y. Per maggior semplicità facciamo t'zzi—z, e ne verrà 
y— 5z— +— 1 , xzz^z-t-2 , ove per z si può prendere qualunque nu- 
mero intero positivo. Il numero cercato N è =35z-4-io , e se vi 
faremo z=o, otterremo il più piccolo valore di JV=io: gli altri 
valori nasceranno dall’aggiunger continuamente 35 a io. 
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In simil guisa se è data l'equazione aoar — 3 ijc= 7 , si faccia 
ar — y=U , e sarà act — 1 iy = 7 
t—yzzt' 1 1 1'-*- 9<=7 

9/"-*- at — 7 
t'+yzzt"' at’"-+- t"=7 . 

Quindi avremo /"= 7 —*t"' 

t' =t"'— 4/"= 9 /'"— a8 
r =/”— r' =35 -ni 1 " 
j z=t — t' =63 — 20 <'" 
x =/ -+• y =98 — 3i/'". 

Sarà dunque =98 — 3 if"', y = 63 — ao t"\ o sia (posta/ "'=3 — z) 
ar= 3 »z-t- 5 , j=aoa-«- 3 , ed i minimi valori di x , y saranno re- 
spettivamente 5 e 3 . 

E inutile l’avvertire, che l’operazione, con cui data l'equa- 
zione axzizbyzzc si trovano i numeri b ' , a', ec. è quella istessa 
con la quale si cerca il massimo comun divisore de’numeri a e 

b ; cioè b' , a' , ec, sono i residui delle diverse divisioni, che a 

quest’oggetto si fanno. Onde siccome a e b son tra loro nume- 
ri primi, l’ultimo de’ residui sarà eguale all’unità, e perciò po- 
trà sempre ottenersi una equazione della forma r-t-oszz.c. 

Col medesimo metodo si risolvono l’ equazioni del primo 
grado, qualunque sia il numero delle indeterminate in esse 
contenute . Sia data per esempio l’equazione 5 jr-*- 83 -^- 7 Z= 5 o . 
Si faccia x-*-y=t , e sarà bt -t-3y-t-7*=6o , 
y-t-tzzt ' , 3 1‘ -*-aif-t-7Z=5o , 

a/''-t-t'-t-7=òo . 

Quindi sarà /'= 5 o — 2/" — 7 z, 

t=u" — /'= 3 /%- 7 z— So , 
y~t' — /= 100— 142 — St", 

= — j=8r"-t-2 1 z — 1 So , 

e per avere tutte le soluzioni della proposta, converrà prender 
per a tutti i numeri interi positivi, e per l" tutti i numeri in- 
teri che rendono y ed ar positivi . Per più semplicità si faccia 
/"-t-2z=2o— u , ed avrassi y= 5 u-- 4 *, a=to-+- 5 z — 8 u. Ora acciò 
i valori di y ed x riescano positivi, convien prima che u sia po- 
sitivo, e poi z <~£ e >-— g— - ; onde dovrà essere a 5 u> 32 « — 4 
•d «< 6 . Quindi si troveranno le seguenti soluzioni 
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' u=i , z= i, y=i, x=7, 

«= 2 , z=a, y=a, a=4, 

«=3, z=3, y= 3, x=i. 

Ponendo «=4, o «=5 troveremo una delle indeterminate x, o 
y=o, perciò abbiamo escluse queste soluzioni. 

Si potrebbe giungere alla risoluzione della proposta equa- 
zione anche nel modo seguente . Si faccia 

x-*-y-*~z=J , e sarà 5t-t-3j^az=5o , 
a t-t-y-^zzzt' , a j-+- £=5o. 

Quindi sarà j=5o— t— at', 

z—t' — af— y=3t'— t— So , 

#= « — y — z=z3t — t' , 
o sia, posto 3 t—t'=u, 
x=n, 

y=5o — 7/-+-2« , 
zzz&t — 3u — 5o , 

ove per u e t devono prendersi tutti i numeri interi e positivi, 
che rendono positive le tre precedenti indeterminate . 



63. 



Passiamo adesso a vedere, come si risolvano in numeri in- 
teri q uell’ equazioni , nelle quali una delle indeterminate y non 
è inalzata che alla prima potenza, qualunque siano le potenze 
dell’altra . Prendendo il valore di y avremo 



b-*-b’x-*-b"x a -*-b'"x‘ -+-ò ,K x 4 - 



e converrà cercare un numero intero, che preso per x renda il 
numeratore di questa frazione divisibile pel denominatore . Si 
faccia 

pZza-4-a'x-*-a n x a -t-a'"x * -*- ec. , 
g=b -t-ò 1 x-*-b” x' J -*-b'"x l -+- ec. , 

ed eliminata x da queste due equazioni si giungerà ad una equa- 
zione della forma 

A-*-Bp-*-Cq-*-Dp a -t-Epq-t-Fq * -+■ ec. =o , 
ove i coefficienti A , B, C, ec. saranno numeri interi composti 

de’ numeri a, b, a', b' , ec. Ora siccome yxz— , e quindi 
se sostituiamo questo valore di p avremo 
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A-t-Bqy+Cq-t-Dq 1 y*-+-Eq *y-t-Fq 1 -f- ec . =0 , 
ove tutti i termini son moltiplicati per q eccettuato il primo ter- 
mine A: quindi anche A sarà divisibile per q, altrimenti y e q 
noD potrebbero esser numeri interi. Si cerchino adunque tutti i 
divisori di A , e si supponga q successivamente eguale a ciascu- 
no di essi, ed ognuna di queste supposizioni ci darà una equa- 
zione determinata in x , della quale si cercheranno le radici in- 
tere, e quelle di queste radici, che renderanno p divisibile per 
q, ci daranno un valore intero anche per y, e risolveranno il 
problema . 

Se q non contiene x , cioè se si dovrà risolvere l'equazione 
a-t-a'x~*-a"x»-*~a"'x »-t- ec. 

y= 1 * 

il metodo precedente non potrà usarsi ; ma si troveranno tutti i 
valori di x nel modo seguente. Si supponga che sia n un valore 
di x che risolva l’equazione, cioè che renda a-*-a!x-*-a” x*-+- ec. 
divisibile per b, è chiaro che ogni numero della forma rr±hm , 
ove m sia un numero intero, la risolverà egualmente. Ora, se 

n è >— (facendo astrazione dai segni di n e di b) è chiaro che 

potremo sempre determinare m in modo, che sia nz£bm<— , e 

ciò potrà farsi in una sola maniera per ciascun valore di n e di 

b . Se si chiama n' questo valore di n^bm, che è <— , si avrà 

generalmente nrzn'^bm. Quindi se si sostituiscono in luogo di 

x tutti i numeri positivi e negativi che non superano nella 

quantità a-t-a'x-t-a"x 2 -^c . , e si chiamano /»', n", n"’, ec. quei 
che rendono questa quantità divisibile per b, tutti gli altri va- 
lori di x che risolvono il problema saranno espressi dalle for- 
mule n'±bm' , rì'ztbm", n"'dcbm"’, ec., ove m', m”, m”, ec. rap- 
presentano numeri interi . 

64. 

Sia proposta adesso l’equazione del secondo grado 
a -t-bx-t-cy-^-dx 1 -*-exy-*fy 1 — o , 

e si debbano trovare i valori razionali di x e di y y i quali sod- 
disfanno a questa equazione . Risolvendola avremo 
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2 fy-+-ex-*-c=^/ [ (c-+-e j) 3 — \J\ a-t-bx-t-dx 3 ) ) =j /(m-*-nx-+-px 3 ) fa- 
cendo mzzx 3 — yaf , /dace — \bf, p~e 3 ~JyiJ , e la questione si 
lidurrà a trovar dei valori di x, che rendano la quantità 
m-*-nx-*-px 3 eguale ad un quadrato. Siadunq ue mx-nr-t-p r 1 — r a _ 
ed avremo ap.7VHi^/(4^ J +/i 3 — 4 mp) , cioè tutta la difficoltà 
«irà ridotta a render la formula Az 3 -t-B eguale ad un quadrato, 
essendo A e B numeri interi dati positivi o negativi, e z un 
numero indeterminato , che dev'essere razionale. Supponghia- 
mo in primo luogo che A sia un quadrato, cioè che debba ren- 
dersi razionale la formula j /(a 2 z 3 -t-B) . Facciamo 
\/(a 3 s a -t-B)zzaz-i-m , e<l avremo , e 

Z ~~ — ì^a : e * P P ren ^ ent ^° P* r m qualunque numero intero o 
fratto , positivo o negativo daremo questo valore a z, la formu- 
la l/(a 3 z 1 -bB) riescirà razionale, cioè sarà = — -wc — . 

r ' ’ ’ am am 

Sia adesso B un quadrato —b 3 , e facendo [/(Az 3 -*-b 3 ) 
xzb-t-mz avremo Az 3 -*-b 3 —b 3 -*-2.bmz-*-tn 3 z 3 , cioè Az—zbm-+-m 3 z, 

onde si deduce zzz - , il qual valore rende la formula 



’ A — m 3 ' 



Ab-t-bm 3 



l/(Az 3 -bJ> 3 ) razionale ed =• 

Sia in terzo luogo la quantità Az 3 -+-B il prodotto di due 
fattori razionali, in modo che si debba risolvere l’equszioue 
(a z-+-b)(cz-*-d)—y 3 . Facciamo ")—m(az-*-b), e quadrando avremo 
{*z^)(cz-*-d)^jTi 3 (az-*-b ) 3 , cioè cz-t-dzzm 3 (az-t-b) , e quindi 

m 3 b — d 

*= — . 

c — m 3 a 

Sia finalmente la formula Az 3 -*-Bzzp 3 -*-qr , essendo p, q , r 
quantità della forma a-*~bz . In questo caso facendo 
f (P 2 -+<]r)~p-+-mq avremo qrz=ampq-*-fn 3 q 3 , cioè 1 — Hrnp-¥-m u q, 
dalla quale equazione facilmente si dedurrà il valore di z. 

Nei casi diversi da quelli che abbiamo adesso considerati è 
molto difficile la risoluzione dell’equazione Az*-*-B=zy 3 , ma se 
un solo valore di z si conosce, facilmente se ne deducono tutti 
gli altri infiniti, che egualmente la risolvono. Sia a questo va- 
lore di z, che rende Aa 3 -+-Bx=b 3 , cioè B=zb 3 — Aa 3 , e sostitui- 
to questo valore di B la nostra equazione prenderà la forma 
A(z 3 — a 3 )-*-b 3 —y 3 , o sia A(z-t-a){z — a)-+-b 3 —y 3 . Questa equa- 
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p.ione è nel quarto de’ casi contemplati di sopra, perciò si faccia 
y=b-+-m(z — a ) , ed avrassi A{z-*-a)zz2bm-+-ni 2 (2 — a) ; onde si rica- 

sm 1 - ibm-t-Aa - 

va z=z . 

m À — A 

Fin qui erano giunti i Geometri nella risoluzione dell’equa- 
zioni del secondo grado, quando il Sig. de la Grange si rivol- 
se a perfezionare questa parte d' Algebra, e l’ arricchì di molti 
ed eccellenti metodi . A questo gran Geometra si deve la gene- 
rale risoluzione dell’equazione Az 2 -*-B—y 2 , che qui brevemen- 
te esporremo, rimandando i nostri leggitori per una maggiore 
istruzione nell’Analisi indeterminata alle Memorie dell' Accade- 
mia di Berlino degli anni 1 767 , e 1768 , ed al secondo tomo de- 
gli Elementi d 1 Algebra del big. Euler . 

Sia data pertanto la formula Az 2 -*-B , che dev’essere un 
quadrato, ove nè A nè B son quadrati , perchè altrimenti si po- 
trebbe risolvere con i metodi precedenti . Se i numeri A e B son 
divisibili per qualche quadrato, in modo che sìa Azza 2 A', 
B=zb 2 B ’ , la formula Az 2 -*-B sarà della forma a 2 A'z 2 -+b 2 B ' , e 

! 

divisa per è* e posto -£-=rz’ *i ridurrà ad A'z' 2 -+-B' , e conosciu- 
to il valore di z' che rende questa formula un quadrato, sarà 
bz f 

dL il valore di z che renderà un quadrato la formula Az 2 h-B . 
Consideriamo adunque la formula Az' J -*-B, in cui nè A nè B 
contengono fattori quadrati, e facciamo z—— , essendo questa 

An 2 

frazione ridotta ai minimi termini; avremo la quantità — 

che dovrà essere un quadrato, dunque lo sarà anche la quantità 
Ap 2 -*-Bq* , e quindi si dovrà risolvere l’equazione 
Ap 2 -*-Bq 2 —‘ y 2 , ove p, q , ed y devono essere numeri interi . Si 
osservi che il numero q dovrà esser primo con A ; perchè se 
avessero un fattore comune c, il termine Bq 2 sarebbe divisibi- 
le per c 2 , ed il termine Ap x solo per c, giacché p e q son primi 
tra loro , ed A per ipotesi don contiene alcun fattore quadrato, 
onde la quantità Ap 2 -*-Bq 2 non sarebbe divisibile che una so- 
la volta per c, e non potrebbe perciò essere un quadrato. Nella 
medesima maniera si dimostrerà eh ep e B non devono contene- 
re alcun fattore comune. 

Tom. I. 19 
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Ciò posto sia A>B indipendentemente dai loro segni, e si 
scriva l’equazione sotto la forma Ap ì zzy 2 —Bq 2 , e siccome p, 
7 , ed y sono numeri interi, dovrà essere y 2 — tìq 2 divisibile per 
A. Si faccia — Aq ' , e poiché A e q sono primi tra loro, 

questa equazione potrà sempre risolversi in numeri interi (6a) , 
e ci darà i valori di n e di q' , qualunque siano quelli di y e di 
q . Fatta la sostituzione la quantità y 2 — Bq 2 diventa 
( n 2 — B)q 2 — a,nAqq'-*-A 2 q' 2 , che dev’esser divisibile per A; e 
siccome lo sono tutti i termini fuorché il primo, converrà che 
sia n * — B divisibile per A, perchè q ed A sono numeri primi 
tra loro. Quindi (63) si tenteranno per n tutti i numeri non 
A 

> — , e se non se ne trova alcuno, che renda n 2 — B divisibile 



per A, se ne concluderò che l’equazione Ap 2 z=y 2 —Bq a non è 
risolubile in numeri interi, cioè che la formula Az 2 -+-B non 
può essere un quadrato. Ma se si troverà uno o più valori di n, 
che abbiano queste proprietà, si prenderanno tutti uno dopo 
l’altro, e si continuerà il calcolo come segue. 

Prima però si osservi, che sarebbe inutile il dare ad n dei 



valori 




; poiché se chiamiamo ri uno dei valori soddisfacieu- 



ti di n che sono <— , tutti gli altri che nascono da questo sa- 
ranno espressi dalla formula ri±mA, e sostituendo questi in 
luogo di n nella quantità ( n 2 — B)q a — 2 nAqq'-*-A :t q' 1 , cioè 
( nq — Aq') 2 — Bq 2 avremo il medesimo resultato, che se sostituis- 
semo solamente ri, ed aggiungessimo a q la quantità Zzmq ; 
onde siccome q' è un numero indeterminato , la sostituzione dì 
rizkmA non ci darà formule diverse da quella, che nasce dalla 
semplice sostituzione di ri. 

Trovato un valore di n, sia A' il quoziente di n a —B divi- 
so per A, in modo che sia A A'— a* — B, e l'equazione 
Ap*—y a — Bq 2 divisa ]>er A diventerà 

p*—A'q a — a nqq'-i-Aq' 2 , 

ove A’ sarà <A , perchè A'zi- — - — , e B<A , ed n<— . Ora se 
M A 2 

A' è un quadrato, potremo fare q'~ o, q— r , e pz^/A', ed ot- 
terremo una soluzione della proposta, dalia quale potremo poi 
dedurre tutte le altre infinite. Ma se A' non è un quadrato, si 
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osservi se egli è <B, o se almeno contiene un fattore quadrato, 
tolto il quale divenga <6 indipendentemente dai segni. In tal 
caso si moltiplichi l’equazione per A ' , e si avrà 

A'p 2 —A' 2 q 2 — •inA'qq'-*-(n 2 — B)q' 2 =(A'q — nq') 2 — Bq ' 2 ; 
onde la formula Bq' 2 -*-A'p 2 dovrà essere un quadrato, e quin- 
di se dividiamo per p 2 e facciamo — zzz' , dovrà essere umqua- 

P 

drato la formula Bi' 2 -*-A'. Nel caso che A' avesse un fattore 

n t 

quadrato a 2 si farà — ss 1 , e si otterrà la formula Bz’*-*-C , la 

ap ■ 

Ì uale è simile alla proposta Az 2 -*-B, ma in quella i coefficienti 
I e C sono minori . 

Se poi A' , o A' diviso pel suo massimo fattor quadrato non 
è <B, si faccia qzzntq'-t-q ", e l’equazione — znqq'-i-Aq' 2 , 
diventerà 

p 2 =A"q' 2 -2n'q'q"-*-A'q " 2 , 

n' 2 -“B 

ove n'-zzrt — mA ' , ed A"=zA'm 3 — a mn+-A — — —, — . Si determini 

A 

A 1 A 1 

il numero intero m in modo che sia n'<— o =— indipen- 

dentemente dai segni , lo che è sempre possibile, ed allora sarà 

A"<A ' , perchè A"— ” ^ , e B — , o <A' , ed n '~ , o < — . 

Adesso si farà il medesimo discorso di sopra, e se A" è un qua- 
drato, si avrà la risoluzione dell’ equazione; se A" diviso pel 
suo maggior fattore quadrato b 2 diventerà <B, si moltipliche- 

Tà tutta l’equazione per A " , e posto ^-7=z' si otterrà la formu- 
la Bz' 2 -^C , che dovrà essere un quadrato, e nella quale i coef- 
ficienti B e C sarnnno minori di quei della proposta Az 2 -*-B. 

Ma se non succede alcuno di questi casi, faremo di nuovo 
q'—m'q"-+-q "' , « l’equazione diventerà 

p 2 =zA"'q" 2 - zó'q"q'"-*-A"q '" 2 , 

ove sarà similmente d'zzn' — m'A", e A"’zz — yj- — , e prenden- 



do m' in modo che n" non sia >— avremo A"’<A", e sù questa 



equazione faremo delle riflessioni simili alle precedenti , e cosi 
In seguito. Ora siccome i numeri A, A', A", A'", ec. vanno 
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continuamente diminuendo, giungeremo finalmente ad uno di 
essi, che sarà < 0 , e chiamando C questo termine avremo la 
formula Bz' 2 *-C, che dovrà essere un quadrato. Quindi col cal- 
colo precedente la formula Az 2 -*-B si ridurrà ad un’altra pih 
semplice Bz'*-t-C, almeno se il problema è possibile. E se fac- 
ciamo una simile operazione sulla formula Bz' a -t-C, la ridurre- 
mo a 5 un’altra più semplice Cz” 2 -+-D , e così in seguito. E sic- 
come i numeri A , B , C , D, ec. formano una serie decrescente 
di numeri interi, questa non potrà andare all’infinito, ma sarà 
sicuramente limitata . Onde se il problema non ammette solu- 
zione in numeri razionali , giungeremo ad una condizione Im- 
possibile a soddisfarsi , ma se il problema è risolubile , arrivere- 
mo ad una equazione, in cui uno de’ coefficienti sarà un qua- 
drato, e risoluta questa potremo rimontare retrocedendo a tutte 
le altre, fino alla prima Ap 2 -t-Bq a —y a . Ho supposto, che nel- 
la formula Az 2 -*-B sia A maggiore di B ; se fosse A<B si porrà 

, e tutto il resto anderà come sopra . 

Esempio I. 

Si debba rendere eguale ad un quadrato la formula a 13 1 -4-7 . 
Siccome i numeri 7 e ai non hanno alcun fattore quadrato, e 

ai è >7 , io faccio *=— , ed ottengo l’equazione 
ai p a —y a — 7 q a . 

Cerco in primo luogo un numero intero n che sia , e ren- 

tj an !_7 divisibile per 21, e trovo 11=7, in modo che 7*— 7=2. ai. 
Ora pongo yziiq — 21 q' , e dividendo per 21 ottengo l’equazione 
p 2 —iq 2 — l^qq'-hHiq ' 2 , 

ove il coefficiente di q 2 è minore del coefficiente di 7* nell’al- 
tra equazione; dunque moltiplicando per 2 avrò 

2p 2 =4q a — 28qq'-*-4aq' 2 =(2q- 7 q') 2 — 7 q' 2 , 

e perciò la formula yq' 2 -*-2p 3 , o sia, posto formula 

■?z’ a -t-2 dovrà essere un quadrato. 

Operando di nuovo su questa formula osservo che i nume- 
ri 2 e 7 non hanno fattori quadrati, e che 7 è >2; perciò fac- 
cio z——, ed ho da risolvere l’equazione 
s 
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Cerco un numero n<3-, che renda la quantità n 1 — i divisibile 

per 7 , e trovato n=z 3, in modo che 3 a — 2 = 1.7 , faccio >=3r— 71 ', 
e giunco all’equazione 

r a =5»-6M'-+-7»'* ■ 

Poiché il coefficiente di j» è un quadrato =r , risolvo questa 
equazione prendendo s— o, j — i , »— r , e quindi deduco 

— =i =z'=-2- , cioè q'-=p ■ Sostituendo questo valore di q nella 

equazione ~q' a ^-ip % —{p.q-qq'Y io ne ricavo $p»=(*q— y>Y , ed 
estraendo la radice quadrata 3p=nq— qp , cioè q—Sp, e 

„ — E-—X- , il qual valore di z rende la formula aiz*H -7 eguale 
q 5 

ad un quadrato. 

Esempio li. 



Sia proposto di rendere razionale la formula 1/(5 az®-— »3). 
Osservo primieramente che 5a è divisibile per 4 che è un qua- 
drato, e poiché ^=i3 è <a3, faccio z=^ , e pongo la risul- 
tante equazione sotto la forma 

— a3p a =y a -— 13^* . 

Conviene adesso cercare un numero n<— , io modo che sia 

n a — 13 divisibile per a3; si trova n= 6 , che ci dà 
6 » — i 3 = — jX — a 3, dunque si faccia y=z6q-*-n5q ' , e si avrà l’e- 
quazione 

p a — — q^—lzqq'—zSq'* . 

Siccome il coefficiente di q* in questa equazione è minore del 
coefficiente di q a nella equazione precedente, si moltiplichi per 
— i , e si otterrà 

—p 1 z=q a -*-*a.qq'+{6 a ' — 13 )q’*l=(q-*-6q') a — 13^'*, 
onde dovrà essere un quadrato la formula iòq' a —p 2 , o sia la 

formula i3z'* — r , posto ^ :=x ' • 

Poiché il numero i3 non ha alcun fattore quadrato, faccio 

, ed ho l’equazione 
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i3r a =y»-w a . 

1 3 

Cerco il numero t»<— . che renda n*-+-i un nmllipio di i3, e 

trovato n=5 pongo j= 5 j — i3s', e l’equazione idz a =y a -*-s a di- 
venta 

r a =ar*— iom'-*-i3ì'» . 

Siccome il coefficiente a di j a è maggiore di i coefficiente di s a 
nella precedente equazione, cerco un numero m tale, che 
5 — a/n non sia >i, e trovato /n=a faccio i=aj'-w” , e l’ equa- 
zione diventa 



Ora siccome i» questa il coefficiente di i' 1 è un quadrato, la ri- 
solvo facendo s"=o, jt'=i , r=i,e dalia equazione r=aj'-M" ot- 
tengo j=a: onde z'=-^=^- , e perciò * sostituito questo 

valore di q' l’equazione i3 q' a —p a ^z(q-*‘ 6 q') a mi dà ^—q-*-ìp , 



cioè q~ ^ , e s=^ = — — , oppure , perchè nella for- 

mula 52s a — a3 non essendovi che il quadrato di *, il valore di 
2 può essere tanto positivo che negativo . 

Esempio III. 



Sia proposta finalmente la formula I7i a -t-i5. Siccome i 
numeri 17 e i5 non hanno fattori quadrati , ponendo 2 =— avre- 
mo l’equazione 

17 p a —y a — i 5 q a . 

Si cerchi il numero n che renda n a — 15 un multiplo di 17, si 
troverà 71=7, e questo è il solo valore soddisfaciente di ti, che 

sia . Posto perciò >=77 — 177' si otterrà l’equazione 

p a z=.%q*— i4qq'-*-i'lq' a , 

la quale, poiché 37® è <157* , moltiplicata per a diventa 
i 5 q' a -*-zp a —(zq — 77')“ , 

g t 

■onde fatto e', la formula i5z'*-i-2 dovrà essere un quadrato. 

Posto pertanto z'= — , perchè i coefficienti non contengono fat- 
tori quadrati, si avrà l’equazione 
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lSr*=yi—2S* . 

Converrebbe adesso cercare un numero/», che rendesse n>— a 
divisibile per i 5 ; ma siccome non si trova alcun numero , 

che preso per n soddisfaccia a questa condizione, si concluderà 
che 1 equazione j 5 r ■:=,/._«» non è rigo lubile in numeri inte- 
ri, e quindi che la formula 172*-+-! 5 non può m ai diventare un 
quadrato., qualunque valore razionale si dia a z. 
i ì ** conosce un solo valore razionale di *, che ren- 

e a formula u 4 z*^.B eguale ad un quadrato, si troveranno col 
metodo, che abbiamo accennato di sopra, tutti gli altri infiniti 
valori d» *, e questi saranno in parte interi , e in parte fratti. 

a se si vo essero i soli valori interi di z, cioè se si dovesse ri- 
solvere 1 equazione Jz>+ B =y> in numeri interi, ne nascerà 
un altro problema assai più difficile del primo, di cui ci riser- 

biamo a trattare dopo di avere esposta la dottrina delle frazioni 
continue. 



Fine delea Pai ma Parte. 
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INTRODUZIONE ALL’ANALISI INFINITESIMALE 

CAPITOLO PRIMO 

Delle Funzioni in generale . 

65 . 

F'inora abbiamo distinte le quantità cognite dalle incognite; 
adesso avremo specialmente riguardo a quella proprietà delle 
quantità, per la quale altre sono costanti , altre variabili. Sì di- 
ce quantità costante quella che ritien sempre il medesimo va- 
lore, e si suol denotare con le prime lettere dell’Alfabeto a, b, 
c, ec.; variabile si chiama quella quantità iudeterminata , che 
può prendere tutti i valori determinati, e si esprime con le ul- 
time lettere dell’ Alfabeto x,y,z, ec. Sia proposto di trovare 
due quantità, delle quali sia data la somma a: è chiaro che 
chiamata x una di queste quantità, l’altra sarà a — x , e con ciò 
solo sarà soddisfatta la condizione del problema ; e siccome non 
vi resta niente per determinare x, potrà essa avere qualunque 
valore. Sarà perciò in questo problema a una quantità costan- 
te , ed x una quantità variabile. 

Funzione di una quantità variabile é una espressione ana- » 

litica in qualunque modo composta di questa quantità variabi- 
le, e di quantità costanti: co%\ a+-bx ,a-*-bx-*-cx* ,ax-¥\/ (a * — x a ), 

c x sono funzioni di x. Quindi la funzione di una variabile è 
aneli’ essa una quantità variabile, poiché la variabile potendo 
Tom. /. ao 
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avere qualunque valore, a ciascuno de’ quali corrisponde un va- 
lore della funzione, anche la funzione prenderà infiniti valori; 
nè vi sarà alcun valore determinato, che la funzione non possa 
avere. Si danno però alcune funzioni apparenti, le quali riten- 
gono sempre il medesimo valore comunque si cangi la variabi- 
le: tali sono x°, 1 * , c ^ e * n realtà sono quantità co- 

stanti . 

Le varie specie della funzioni si devono ripetere dai diver- 
si modi, ne'quali sono per mezzo di operazioni analitiche dalla 
variabile composte. Tali operazioni sono la somma, la sottra- 
zione, la moltiplicazione, la divisione, T inalzamento alle po- 
tenze, l’estrazione delle radici, ed anche la risoluzione dell’e- 
quazioni. Oltre queste operazioni algebraiche ve ne sono altre, 
che si chiamano trascendenti , come 1’ esponenziali , le loga- 
ritmiche , e molte altre cosi dette , perchè trascendono le forze 
dell’ Algebra ordinaria, e dipendono dalla quadratura incognita 
di qualche curva. Così, come non sappiamo algebraicamente 
esprimere l’area del cerchio, tutte le operazioni dipendenti dal- 
la quadratura del cerchio saranno trascendenti. Quindi nasce la 
prima e la principale divisione delle funzioni in algebraiche, e 
trascendenti; quelle son composte per mezzo di operazioni al- 
gebraiche, queste con operazioni trascendenti . Qui però convie- 
ne osservare che la funzione non si reputa mai trascendente, se 
l’operazione trascendente non involve la variabile. Così se 
chiamiamo c la circonferenza del cerchio di un dato raggio, 
quantunque questa quantità sia trascendente, pure le funzioni 
c-e-x, ex sono algebraiche . 

Le funzioni algebraiche sono razionali, se la variabile non 
è compresa tra i radicali; irrazionali, se la variabile è involta 
ne’ radicali. Tra le razionali quelle sono intere, nelle quali la 
variabile non ha esponenti negativi, nè si trova nel denomina- 
tore delle frazioni che coni pongono la funzione; all’opposto so- 
no fratte quelle che hanno la variabile coll’esponente negati- 
vo, o nel denominatore delle frazioni che le compongono . 

Se la funzione X è determinata per la variabile x e costan- 
ti nel medesimo modo, che la funzione Y è espressa per y e co- 
stanti, queste funzioni X ed Y si dicono simili : tali sarebbero 
le funzioni a — bx-t-cx 1 , a — by-t-cy* . Le funzioni simili »onu ta- 
li, che permutate le variabili una si cangia nell’ altra. 
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Qualunque funzione intera X si può risolvere ne’ suoi fat- 
toli: facciamo _Y=o, eie radici di questa equazione siano a, 
b, c, ec. ; saranno x—a , x—b, x—c , ec. i fattori della funzione 
X , ed essa si potrà esprimere per mezzo del loro prodotto. Co- 



si, essendo X—Ax n -e-Bx 1 



Bx 



n — i 



C. 



n — a 



+C,x n ~ x .... -t-T , sarà 
T 

— (x — a)(x—c)(x—d) ec. ; e quin- 

A 



di X—A(x — a)(x — b)(x—c) ec. Mutando i 8e c nl 8 tutti i fattori 
x—a , x — b, ec., avremo ancora Xzxxt. A(a — x)(b — x)(c — x) ec.; 
ove si deve prendere il seguo o — , secondoché n è pari o di- 

spari . Ma per la natura dell’ equazioni ±—~ abc .... ; quindi 



)(- hh «- 

diverse forme adunque una funzione intera si può esprimere 
per mezzo de’suoi fattori , e questi saranno reali o immaginar], 
secondoché le radici <lella equazione X—o sono reali o immagi- 
narie. Ma siccome abbiamo dimostrato , che delle radici imma- 
ginarie due son sempre tali, che il prodotto de’fattori, i quali 
ne risultano , è reale , una funzione intera qualunque sarà riso- 
lubile in fattori reali del secondo grado. 



66 . 



Aggiungiamo a quello che abbiamo detto qualche cosa sul- 
le funzioni di più variabili . Una funzione delle variabili x, y, 
t, ec. è una espressione formata da queste variabili per mezzo 
di operazioni tanto algebraiche, che trascendenti. Oltre al rife- 
rire a queste funzioni ciò che abbiamo detto sulla diversità del* 
le funzioni di una sola -variabile , si deve particolarmente nota- 
re la specie seguente. Una funzione intera di due o più varia- 
bili si dice omogenea , se le variabili formano in ciascun termi- 
ne di essa la medesima dimensione, col qual nome s’intende la 
somma degli esponenti delle variabili; eterogenea se la dimen- 
sione è diversa. Le funzioni intere omogenee si dividono in spe- 
cie secondo la loro dimensione : così ax-e-by-t-ce-e- ec. è la for- 
mula generale delle fnnzioni intere di una dimensione, 
ax a -t-bxy-f-cy’‘-*-dxz-t^yz-t-/z 3 -t- ec. è la formula generale delle 
.funzioni di due dimensioni, e così in seguito. Lacostante a pai 
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si chiama ttna funzione di nessuna dimensione, perchè si può. 
supporre moltiplicata per x° . Le funzioni fratte sarauno omo- 
genee, se avranno la medesima dimensione in tutti i termini 
del numeratore, e la medesima in tutti quei del denominatore, 
e la dimensione della funzione sarà eguale alla differenza delle 

dimensioni del numeratore e del denominatore. Così x *~*~ ax Jya 

y l -\-bx* 

è una funzione omogenea di una dimensione, T - ' * è di tre 

dimensioni , ^ ed ì - — ~ sono funzioni di niuna dimensione, 

d* “ 1 dimensione, — * di —3 dimensioni . Riguar- 
do alle funzioni irrazionali , se X è una funzione omogenea di 
n dimensioni , sarà [/X una funzione di —n dimensioni, i*/ X 

_£ * 

di Tj-n dimensioni, e in generale X v di —n dimensioni , Così 

è una funzione di una dimensione, (y a -bxy) t è 

di — dimensioni , — ì di niuna dimensione, 

a 1 

ad / 

— — di — i dimensione. 

x a l/y-y/(y*-*-xz 4 ) 

Come le funzioni intere di una sola variabile x si risolvo- 
no in fattori della forma a-t-bx , così le funzioni intere omoge- 
nee di due variabili x , y si possono risolvere in fattori della 
forma ay-*-bx . Infatti se in una funzione omogenea di n dimen- 
sioni farriamo y — « ■* , essa diventerà il prodotto della potenza 

*" in una funzione intera della variabile u ; poiché mediante 
questa sostituzione la dimensione di x crescerà in ciascun ter- 
mine della dimensione di y ; e come le dimensioni di x ed y 
prese insieme erano n in ciascun termine, adesso avrà x n di- 
mensioni in tutti i termini, e perciò la funzione sarà divisibile 

per x n , ed il quoziente comprenderà la sola variabile u. Sia V 
questo quoziente, il quale si potrà risolvere in fattori della for- 
ma au-*-à. ed i fattori cfella funzione proposta Far” saranno del- 
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la forma aux-t-bx, cioè ay-t- 6 x , perchè uxzzy . Quindi la forma 
generale delle funzioni omogenee intere di due dimensioni sarà 
( ays-b . r ) ( cy-¥-<i x ) , quella di tre (ay+-bx){cy-*-dx)(ey-+-fx), ec. 

Riguardò alle funzioni intere di più variabili si deve anche 
notare fa loro divisione in ordini, nella quale l’ordineè deter- 
minato dalla massima dimensione, che s'incontra ne’ termini 
della funzione. Così ax-t-òy-t-c è una funzione del se- 

oond’ordine, xy>— ay*+bxy—< ex 3 è una funzione del quart or- 
dine. 

Finalmente delle funzioni intere altre sono complesse, al- 
tre incomplesse. Complesse si dicono quelle, le quali si posso- 
no risolvere in due o più fattori razionali: tale sarebbe la fun- 
zione y 4 — a a y a -+-2oòxy— x 2 —2Qcy-+-2bcx— c 2 , perchè e egua- 
le al prodotto (y’-t-ay — bx-t-c)(y* — ay-t-bx — c); tali ancora sono 
le funzioni omogenee di due variabili, perchè si possono risol- 
vere in fattori semplici. Si comprende facilmente, che le fun- . 
zioni sono incomplesse, quando non si possono risolvere in fat- 
tori razionali . 

CAPITOLO II. 

Delle quantità esponenziali , e de’ logaritmi . 

67. 

Siccome l’indole delle funzioni algebraiche abbastanza si co- 
nosce da ciò che ne abbiamo detto nella prima Parte, prendia- 
mo a considerare qualche funzione trascendente, e in primo 
luogo parliamo delle quantità esponenziali , e dei logaritmi. Si 
dicono quantità esponenziali quelle potestà che hanno l’espo- 
nente variabile, e siccome per mezzo di qualunque operazione 
algebraica le quantità non possono ricevere che esponenti co- 
stanti, le quantità esponenziali si devono riporre tra le trascen- 
denti . Varie sono le specie delle quantità esponenziali , come 
xxx , 

a X , y x , a a , y° ’ y Z ec. , secondocliè è variabile il solo 
esponente, o anche la quantità elevata, o l’esponente medesi- 
mo è una quantità esponenziale. Consideriamo particolarmente, 

la funzione a X , il valor della quale dipende e dal valore di x 
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e dalla grandezza della costante a. Perchè se a— i , sarà sempre 

a r ~ 1 qualunque valore si dia ad x; ma se a> i , il valore di o 1 
crescerà al crescere di x , finché posta xzzao (con questa carat- 
teristica s'indica un valore infinito, o sia maggiore di qualun- 
que quantità data) anche a' r diventerà infinita. Posta xzzo , sa- 
rà a 3 zzi , e se x diventa <o , o sia negativa, il valore di a' T an- 
drà sempre decrescendo, finché posta xzz— oo diventerà a T zzo . 
L’opposto avviene se a < i , ma in ambedue i casi il valore di 

a X non diventa mai negativo. 



Sia dunque , sarà y una funzione di x, e qualunque 

valore si dia ad x, ne nascerà un valore determinato di y. È 

chiaro che sarà y 2 zza . 2 X , y zza ed in generale y n —/J lx t e 
presi per n dei valori fratti o negativi sarà 
r i 




3 / 



y 








ec. Inoltre se avremo anche 



u=a* , sarà yuzza 




63 . 

Siccome dato qualunque valore di x si può trovare il valo- 
re corrispondente di y ; cosi ad un dato valore di y corrispon- 
derà un valore di x tale, che sia a X ~y. Questo valore di x si 
chiama il logaritmo di y,e si denota così, log. y, onde se avre- 
mo ancora a, z — n, sarà log. u . La quantità costante a si 
chiama la base de’ logaritmi , determinata la qual base il loga- 
ritmo di un numero y è quell’ esponente x della potestà a T , il 
quale rende e X =ry. Qualunque numero però si prenda per la 
base a, sarà sempre log. i=o; poiché se nell* equazione a X zzy 
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funghiamo yzz i , dovrà essere x=log.i=o. Se a sarà >i , i lo- 
garitmi de’numeri maggiori dell'unità saranno positivi; cosi 
log. a=;i , log. fl'ra, log. a*= 3, ec. Onde se non conosceremo 
la base a, potremo determinarla dal sapere, che il di lei loga- 
ritmo dev’essere eguale all’unità. 1 logaritmi de’numeri mino- 
ri dell’unità sono negativi ; cosi log. — i , log. jj-rr — 2 , ec. 

Il contrario avviene, quando la base a è minore dell’unità. 

Posto log. y—x, sarà log. y t zzxx , log. e general- 

mente log. y n ~nxz^iìog.y , cioè il logaritmo di una potenza 
y n è eguale al logaritmo di y moltiplicato per l'esponente n ; e 
quindi log. yzz~ log. y , log.-^— — zz — - log. y . Inoltre se 

V y 

log .yzzx, e log. u~z , siccome y=a X , ed uzza , avremo 
log. yt i—x-*-zzzlng. y-t-log. u, cioè il logaritmo di un prodotto è 
eguale alla somma de' logaritmi de’ fattori: e similmente 

log. ^zzx— zrrlog. y— log.u, cioè il logaritmo di una frazione è 

eguale alla differenza de’ logaritmi del numeratore e del deno- 
minatore. 

Apparisce dalle cose precedenti, che alcun numero non ha 
logaritmo razionale, eccettuati quei che sono potenze della ba- 
se a. Se adunque il numero b non è potestà della base a, egli 
non avrà logaritmo razionale; ma non lo avrà neppure irrazio- 
nale , perchè chiamato p questo logaritmo irrazionale sarebbe 

a? zzi, lo che non è possibile se i numeri a e b sono razionati. 
1 logaritmi adutique non potendosi in generale esprimere nè ra- 
zionalmente nè irrazionalmente , si pongono a ragione tra le 
quantità trascendenti. Ma siccome i logaritmi sono di un gran- 
de uso per abbreviare i computi, perciò è stata cura di alcuni 
lo esprimerne il valore per approssimazione, e con incredibile 
fatica da Brigg ed Ulacq sono state formate le tavole de’ loga- 
ritmi per la base io. Il loro metodo era appoggiato ai seguenti 

principj: posto log.y=j, e log. uzzz , sarà log.|/ju=— ; on- 
de se un numero dato b è compreso tra i limiti per esempio a 1 e 
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a» , che hanno i logaritmi 2 e 3 , preso il medio proporzionale 
a a |/a tra a 1 ed del qual medio proporzionale il logaritmo è 
5 

— , il numero b sarà contenuto tra a* ed a a |/'a, o tra a*[/ a 

ed a*. Nell’uno o nell’altro di questi casi si prenda di nuovo 
il medio proporzionale, ed i limiti diventeranno sempre più vi- 
cini, finché poi finalmente la loro differenza si farà minore di 
qualunque data quantità, ed il numero proposto si confonderà 
con i limiti. E come per ciò che abbiamo detto son dati i lo- 
garitmi de’ limiti , si troverà anche il logaritmo del numero 
dato b . 

Poiché tanti sono i sistemi de’logaritmi , quanti diversi va- 
lori può prendere a, e ne può prendere infiniti, perciò i sistemi 
logaritmici sono infiniti. Ma dui logaritmi computati per un da- 
to sistemasi possono facilmente dedurre i logaritmi per qualun- 
que altro sistema. Sia la base di un sistema —a, dell’altro 
ed il logaritmo di un numero qualunque n sia nei primo siste- 

F_ 

ina —p, nel secondo ~q ; sarà a^—rt, b^ —n , e quindi a 1 zzb . 

Perciò la frazione ha un valore costante, cioè sta p a q in 

un rapporto costante, qualunque sia il numero n. Cosi dai lo- 
garitmi computati per la base io si potranno dedurre i loga- 
ritmi per qualunque altra base, per esempio per la base 2: es- 
sendo per la base io, log. 2=0, 3ojo3oc, e per la base 2, 

log.2=i, sarà /r: q=o , 3 oio 3 oo: 1, onde 9 =~$u l0itj0 = 

3,3219277 . p . Se dunque i logaritmi comuni si moltiplicano 
per 3 , 3219277 , ne verranno i logaritmi per la base 2. 

Essendo p e q come sopra , siano r ed $ i logaritmi di un’al- 
tro numero m, il primo per la base a, il secondo per la base b\ 

o siccome le frazioni — , — hanno il medesimo valore , starà 

''q s 

p : rzzq : s ; onde in qualunque sistema i logaritmi di due Da- 
nieli hanno tra loro il medesimo rapporto. 

I logaritmi sono di un grandissimo uso ne’ calcoli numeri- 
ci; infatti col loro mezzo la moltiplicazione e la divisione si 
cangiano in somma e in sottrazione. Se per esempio sarà data la 
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i6i 



quantità 



»'K'c . , il di lei valore si troverà comoda- 






c'd » 



mente cosi: presi i logaritmi avrassi 3 Iog. a-t-log. log. c 

_loa e— -log. a—- log. c— —log. d, alla qual somma di loga- 
® jj 19 q D a 

ritmi se si cercherà nelle tavole il numero corrispondente, egli 
sara il valore della formula precedente. 

Dai logaritmi dipende la risoluzione dell’ equazioni espo- 
nenziali. Così se abbiamo l’equazione c X =l> , prendendo i loga- 
ritmi avremo ,rlog.c=log. b, e perciò ar=, | uir “ , e qui possiamo 

servirci di qualunque sistema, perchè - ha in tutti il mede- 

- x 

siino valore. Così ancora se fosse data 1 equazione c zzb , avrem- 



mo primieramente e * log. c= log. b, e prendendo di nuovo i lo- 
garitmi arlog.e-t-log.log.c=log. log. 6, e quindi 

log 

_ lo S log.*— lot.1eg.C _ S K-g.C ^ e cog . deUe ahre 
log. e log. « 

I logaritmi comuni , che hanno la base — io, sono sopra gli 
altri sistemi molto utili per ciò, che diremo. Qualunque loga- 
ritmo è composto di un numero intero, che si chiama Caratteri- 
stica , e di una frazione decimale, che si dice Mantissa. Ora 
siccome i logaritmi de’ numeri contenuti tra o e io son com- 
presi tra o ed i , la loro Curatterislica sarà o; e similmente i 
logaritmi de’ numeri compresi tra io e ioo avranno la Caratte- 
ristica = i ; ed in generale la Caratteristica sarà di una unità 
minore del numero delle cifre, che compongono il numero da- 
to. Ondo dal logaritmo dato si conoscerà subito di quante cifre 
è composto il numero che gli corrisponde , e se la Mantissa man- 
tenendosi la medesima si accrescerà la Caratteristica, il nume- 
ro corrispondente verrà tante volte a moltiplicarsi per io, quan- 
ta è la differenza delle Caratteristiche . Così ai logaritmi 
3,9130187 ,c6, 9180187 convengono i numeri 8 i 85 ,ed 8 i 85 ooo, 
ed ai logaritmi 2,9130187 , e 0,9180187 corrispondono i nume- 
Tom. I. ai 
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ri 8 i 8 , 5 , ed 8 , i 85 . Dalla Mantissa adunque si conosceranno le 
cifre che compongono il numero, e la Caratteristica ci mostre- 
rà, quali di queste cifre si devono porre tra i numeri interi. 
Cosi dato il logaritmo 2,76034.29 , la Mantissa ci dà le cifre 
5758945, e la Caratteristica determina questo numero ad esse- 
re 570,8945. 

CAPITOLO III. 

Delle quantità trascendenti che dipendono dal cerchio . 

69. 

Prendiamo adesso a considerare un’altra specie di quantità 
trascendenti, le quali traggono la loro origine dal cerchio . Sia 
dato il circolo BFL ( Fig. 1 ), il di cui raggio supporremo sem- 
pre , e la mezza circonferenza BFL=p , e si prenda un arco 
qualunque , poi dai punti C e B si tirino le rette CD , 

BE perpendicolari al diametro BL , e «lai centro A la retta AC, 
che passi perC, ed incontri in E la perpendicolare BE : le ret- 
te CD , AD, BE, AE si chiamano respettivamente il seno, il 
coseno, la tangente, la secante dell’arco BC=jc , e si denotano 
così; CDxssen.x , ADzzcos.x , BE—t&ng.x,s 1 E'z=sec.x. Posto 
ciò è chiaro primieramente che sen.ar“-i-cos.j;“=i , qualunque 
sia l’arco x, poiché AD*s-CD* — AC^. Inoltrai triangoli simi- 
li ADC, AB E ci danno AD ; CDzzAB :BE,AD : AC=AB : AE, 
cioè cos. x : sen. : tang. X, co». x: 1— 1 :sec.x ; onde si dedu- 
ce tana. e sec.x=— - — . Se l’arco x è <— », cioè mino- 

6 cos.x cos.x a 

re della quarta parte della periferia, il di lui seno e coseno so- 
no positivi: ma se x è contenuto tra i limiti , e p, in modo 

che sia x>-~/>, e <p, allora il seno sarà positivo, ma il coseno 
negativo perchè voltato in parte contraria: se x avrà per limiti 
p, e —p, tanto il seno che il coseno sarà negativo ; e finalmen- 
3 

te se x è contenuto tra —p, e ap, il seno sarà negativo, ed il 
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coseno positivo. Tutto questo è evidente dalla figura . ed inol- 

Ue chiaCente apparisce, che se l’arco x mantenendo ,Wuo 

valore .li venta negativo, il seno manterrà .1 suo valore ma 
negativo, il coseno poi sarà positivo; cosicché avremo 

Sia F il punto che divide la mezza circonferenza HtL. in 

parti eguali, cioè sia l’arco BF=±p , e condotta la tangente 

FG, che incontri in G la secante AE , chiameremo FG ^co- 
tangente dell’arco BC , ed AG la cosecante del ™^«‘mo arco. 
Tirata CH perpendicolare al raggio Ai è evidente dalla hguia, 

che cos.^sen.(^-x), e sen.a=cos.(^-x ); di più i trian- 

fe\a r 



# COS X * 

goli simili AFGy ADC ci danno cot.xrz^^^ - tang. x 

i 

cosec. arzz 



Se adesso facciamo x=^~p, »* rà »en.-/>=i 

8en. x 



cos 



Ipzzo, tang. {p=i=™ > > ™t.-p=o , 



cosec.^/r=i . Se *=p, sarà sen./>=o, cos. p=- 1 , tang./^o, 
sec./>= — i , cot./>=— oo , cosec ./>=» . Se x=-p, sara 

sen. r , cos.^-/>=o, tang.^-/»=— » . sec. -/>=—« , 

cot. -P=o, cosec. -/>=-! .Sefinalmentex=2/>, sarà sen.2/*=o , 
a 1 



cos.2/>=i, tang. 2^=0, scc. 2/mi, cot.2/==°, cosec. 2 />==o . 
Quindi apparisce che tutti i seni e coseni sono contenuti tra ì 



limiti - 4 -! e -i. Sia adesso *=^/>=45% ed a motivo dell’an- 
gelo BAC semiretto sarà CI>=AD , cioè sen.x=ros.x, e quin- 
di , e sen.x=cos.a=p 7 ^ ; nel medesimo caso la tan- 

gente sarà =i . Se r=jP= 6o ° > condotta la retta BC sarà il 
triangolo ACB equilatero , e perciò il raggio AB sarà diviso per 

mezzo in D, cioè sarà cos.at= e l’equazione 

_____ _ \/ 3 

sen.x* -4-cos.a? a =i ci darà sen.x=— ~ 
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Dati i seni ed j coseni di due archi y ed x si dekk. i 

“ T "° »"™« «3 tffrftz 

^ r*—x ,e tirate Je rette t 1 /) /? ij /? - , 

r-gf-io AB , ed 2?F perpendicolare a^agg^C siTc ‘n *" f 
d incontro delle rette AC, EH, sarà C'fe=se1 y AD-??' 

E ,fr SPn x ' ^cos.x, FAI = EG+GU= s ,. u 7y+ J ° S ‘ y ’ 
' /_cos. (J-..X). I triangoli simjli danno 

£G:EE=AC:AD, FG : EF—CD :AD, e quindi EG= !!"-£, 

FC ~ ~ n • rXsP " ' ed AG=AF- FG— cog :YX^os-ar-sen. y yson.x 

C08.y " ' 

^//_^GXcos.y=cos. rXc os.x_ S en. J x,e n .x I 

GII— AG'tfspn ^ — SPn -ì Xfos.yXcos.x — sen v“x*en x 

cos.y ed 

£n=Ec^Gir=s cn , yXcos ^ »«‘n.r(,-4^r7«) 

. cos.y 

— sen.yXcos.x-f-sen.xXcos.y. Onde avremo 
*«‘n.(y- f -x) =sen .yx C os.xH-sen.xXco8.y , e 
<os.(y-Hx)=cos. r Xcos.x-sen .yXsen.x . 

onghiamo in queste formuley—x in luogo diy,edavremo 
sen.y =S en.( > -x)Xeos.x+ 

seh.xXeos.(y — x) 

n 0 U • cos -y— cos -(y — J^Xcos.x — sen.xX»en.(y — x). 

ZCCj Pn ™ a ^ uazione moltiplicata per cos.x sì sottragga la se- 
conda moltiplicata per sen.x, e si avrà So 8 

8en. y Xcos.x-sen.xXcos.r=sen.(v-xì 

^ h ““»<* 

n . r 'os.yXcos.x-i-sen.yXseri.xz^cos.ty — x) . 

r a,- i.’sir; 

tStt 11 ~ *- -i-~. - s 

Se supponghiamo y successivamente =— o » £ „ 

a-cv 7 » _ /». , a - 

vremo 
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sen.^/M-x^= cos.x sen.^/> — x^= 

cos.(~p-+-x'j— — sen.x cos ("^ — T ) = 

sen. (/>-t-x) — — sen.x 
cos. (p-*-x) — — cos.x 

sen V— jp-*-x — cos .x 

cos.^p-t-xY=r seu.x 

sen. (ìp-*-x)— sen.x 
cos. (2p-t-x) — cos.x 



i6ó 



cos.x 



sen.x 



sen. ( p — x) — sen.x 
cos. (p — x) = — cos.x 

sen.^— — x^— — cos.x 

cos . — x ')~ — 6Pn,x 

sen. ( 2 / m - x )=— sen.x 
cos. (2p—x)— cos.x . 



E se si riflette, che è sempre sen.znp—o , e cos.aqpzri , qualun- 
que numero intero positivo o negativo si prenda per n , si trove- 
rà essere 

sen.(^~^/Jd:x)= cos.x 

cos.^^j^/Jtfcx^^en.x 

( 4«-*-a \ 

^—^—p±x J=^sen .x 

cos. ^—^~—p±x — cos.x 

sea J^^p±x — cos.x 



idtsen.x 



cos.(^^p±x)=z 

( in-t-4 \ 

2— — p±x J— ±sen.x 

cos .1 — — — p±x 1 = cos.x . 

Se nei valori di sen.(y-Hx) e di cos.(y-e-x) facciamo 
avremo 

sen.ax=2sen.xX ( '0S.x 
cos.ax=cos.x*— sen.x*r: 2 cos.x a — i . 

Similmente se ponghiamo y=ax, otterremo 
sen.3x=3en.a.rXcos.x-*-seii..rXcos.ax=:3sen..rX cos.x* — sen.x* 
cos . 3.r=cos . axX^os.x — sen.axXsen .x=cos x 1 — 3sen .x a X°os • 
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Nell’istesso modo si esprimeranno i seni ed i coseni de<di archi 
multipli per i seni ed i coseni degli archi semplici, e sarà in ge- 
nerale 



sen. nx^ncoa.x 



i. . n n—i)(n — a) n—3 

Xsen.x -IL 'cos.x \seii.a:* 



3 . i 

n(u—i)(n — a)(n— 3 )(n — 4 ) n—S 

a , 3 . ^ . 5 cos.jr Xsen.x 5 — ec. 

n n{n — i) rt — a 

eos.nxzzcos.x ^cos.ar Xsen x a 



nifi— ì l(e — a )(n — 3) 
a . 3 . 4 



“Zi* 1 4 . 

cos.x ^Xsen.x 4 — ec. 



le quali formule in seguito si dimostreranno accuratamente. 
Facendo xr=— y nei valori di sen.(y— x) , e di cos.(y— x ) , 



avremo 



r i T 

sen .— y=sen.yXcos.-^y— sen .— yXcos.y 

ii, 

cos— y=cos.yXcos.— y-e-sen.yXsen.— y . 

Aggiungendo la prima equazione moltiplicata per cos.— y alla 



seconda moltiplicata per sen.— y otterremo 



asen.— yXcos- - '.vt=sen.y , cioè cos.- 



sen.y 



, il qual valo- 



2seu. — y 



re sostituito nella prima equazione ci darà 

a a 

I I 

2sen.— y =sen.y» — asen.— y X c os-y • 

onde si deduce sen.— yr= sen.y — i / J — 00 ' ' . v , e quindi 

a [/(a-f-acos .y) * a 

cos.-^-)— ì / 1 ' adunque il coseno di un arco si 

trova il seno ed il coseno della di lui metà . 

Essendo la tangente eguale al seno diviso pel coseno, sarà 

sen.y sen.r 

_sen.yXcos.x-»-sen.xXcos.y 



tang. (}--*-■*)= 



C08 -yXcos.x — < seu .jrXseu.y 



cos.jr cot.x 
®en >' hen.x 
co ì.jt ^co*. £ 
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tang.y- 4 -tang..r 

— ~ y 

i — tang.yXtang.x 

e similmente 

, , tang.y — tane.x 

tang. ( v — x)— . 

i-Mang. vX 1 » 11 !,-* - 

Facendo nella prima formula x=y avremo 

atang.y 

tang.2y= — - , 

° 3 i— (tang^j 3 

I 

»■ 



e ponendo nella seconda xrzi—y otterremo 



ta "g- 7 >- 



tang.y — tang.-^y 



i-t-tang. yXtang.— y 



cioè 



167 



tan g *7 r-^ tai ‘g jX (tang.^-y^»=tang.y— tang. ~y , 

onde si deducetangA^^^J^E-ll^^^iZ^^ y , 
a - tang.y sen.y i-s-cos.y 

per mezzo delle quali espressioni dalla tangente data di un ar- 
co si trova la tangente dell’arco doppio, e della metà del mede- 
simo arco. Se paragoniamo tra loro le formule precedenti, ne 
otterremo molte altre, che sono di un grandissimo uso nell’A- 
nalisi. Si veda l ’ Introduzione del Sig. Euler . 



7 °. 

A questi principj è appoggiato il calcolo de’ triangoli, che 
qui-brevemente esporremo. Si abbia in primo luogo un trian- 
golo rettangolo ABC (Fig- 3 .) e sia A l’angolo retto. Presa 
CD— 1 , si descriva con questo raggio un cerchio, il quale in- 
contri in E il lato BC, e condotte ad AC le perpendicolari 
DG, EF, sarà £F~sen.C, (poiché l’angolo C, e l’arco DE 
misura di lui hanno il medesimo seno, coseno, ec. ) C F—cos.C, 
DG—t&nfr.C . Ma i triangoli simili ABC, FEC , DGC ci dan- 
no AB-.AC—DG-.DC, AB:BC=EF:EC, AC.Ctì=CF:CE-, • 
quindi in qualunque triangolo rettangolo è sempre 
A/i „ AC „ „ AB „ _ 

2^=sen.G=cos..0,2^=cos.C=:sen.fj, -^7=tang.C=cot.Zr . 
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Sia dato adesco un triangolo qualunque ABC (Fig. 4) e si 

tiri dal punto B la retta BD perpendicolare ad AC. Sarà 

HO „ un . n . 1 1 

-jjc= ien .C, -~y=stn.A,e perciò sen.C : sen.A—jj^ : — 

—AB: BC , cioè in qualunque triangolo i lati sono come i seni 

, ... • „ BD BD . 

degli angoli opposti . Inoltre sara tang.C:=^2ji ma — j-^=sen.^, 

^^zzcos.A , e perciò BDzzABX&en.A , AC — CLhzABcos.A : 
A ti 

sarà dunque tang.C= — ABx*en.A — Finalmente abbiamo 
M b AC—ABXcos.A 

W' 3 =BT) 3 ^C^ 3 =AB 3 —AD 3 -*.(AC—AD) 3 
z=.~AB 3 -^AC 3 — 2ACX <4 D =A Ii*-*-AC a — o.ACy.ABy.cot.,A ; on- 

de sarà cos.A—— ^ ^ 1 - ^ . In queste poche linee è con- 

2AIÌX.AC 

tenuto tutto ciò, che appartiene alla Trigonometria rettilinea. 

CAPITOLO IV. 

Della evoluzione delle funzioni in Serie. 



7 1 * 

.Allorché la formula 

A-*- Bx+C x 3 -t-Px * -*-Ex 4 ec . 

è composta di un numero finito di termini , rappresenta sempre 
una funzione intera di x. Ma se il numero dei termini è infini- 
to, in tal caso può esprimere una funzione qualunque fratta, o 
irrazionale, o anche trascendente . Abbiamo già veduto che si 
potevano ridurre ad una serie infinita i radicali di qualunque 
denominazione : adesso insegneremo a svolgere in serie le fun- 
zioni fratte, e le funzioni trascendenti che dipendono dai loga- 
ritmi e dal circolo. Prima però si osservi, che data l’equazione 
A-t- Bx-t-Cx 3 -*-Dx » -4- ec. zza-t-bx-t-cx 3 -Wx * -4- ec. 
ove x è una quantità variabile , ed A , a, B , b, ec. quantità co- 
stanti, sarà sempre A^za, B—b, Czzc, Dz=d,e c., cioè saranno 
eguali tra loro i coefficienti della medesima potenza di x. Poi- 
ché dovendo l’equazione data aver luogo qualunque sia il va- 
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lore di x, sussisterà anche quando x=zo, cioè sarà Azza. Si tol- 
gano da una e dall'altra parte le quantità eguali A , a , e l’ equa- 
zione divisa per x diventerà 

B+Cx-t-Dx*-*- ec . zd>-*-cx-*-dx*-*-e c. 
e col medesimo discorso dimostreremo che Bzzb\ e così in se- 
guito. 



Ciò posto sia data in primo luogo la funzione fratta 



m-b/ix ’ 



e ponghiamo 

a 

~A-*-Bx-*-Cx*-+-Dx'-+-Ex l -*-ec. 

m-*-nx 

ove A, B, C, ec. sono quantità costanti. Moltiplicando per 
m-*-nx avremo 



a—Am-*-Bmx-t-Cmx' i -*-Dmx , -+-Emx 4 -+-ec. 
-t-Anx-t-Bnx 3 -t- Cnx 1 -*-Dnx 4 -nec. 



e quindi sarà Am=a, cioè Azz~ , e le altre quantità* B, C,ec. 

si determineranno con fare zzo i coefficienti di ciascuna potestà- 
di x\ onde avremo 

niB-t-nA—o 

mC-t-nBzzo 

mD-*-nC—o 



ec. 

Pertanto qualunque coefficiente Q si conosce dal precedente P r 
poiché è sempre mQ-t-nPzzo, cioè Qzz—~ . Sarà dunque 

B=— 



1 r on * 

C -^7 ' ec :- e 

a a art an 3 an* 

" — — X-4- ~X a r 1 

m-t-/ix rn m 1 m> m 4 



■ ec. 



la qual serie si chiama geometrica, perchè qualunque termine 
sta al seguente nel rapporto costante di i : — — . 

Viceversa se sarà data la serie infinita 

n a an an * an 4 

■K— — i -*-» -x 1 —- — x»-t-ec. 

m mi m* m* 

sarà Rzz-——-- . questa espressione si chiama la Somma dell» 

serie. Se si volesse la somma della serie fino al termine 
'■i ’onì» I, 
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j?o 



Z 

— x z , cioè il valore della espressione 

Z-4-I 

m 

c a an an * an Z a 

S— 1 - r-*- x*....-i , 

m rn 2 m ‘ z-t-i 

m 

questo valore si troverebbe facilmente Così. Sia 

Z-+-I z-s-a 

—, an z-hi an z-t-a ,,, . - . 

7— x -+- x -+-ec. all infinito, 

z-t-a z-f-3 

ni in 



e sara 



Z ■+-! 



T=- 



z-»-i /a 



m 



Z-S-I 



( a an an» „ 

— I -in x»- 

m rn rn* 



. z- 4 - 1 z-t- 1 

\ an x , 

• ec. i— , onde 

' *■+■ 1 , . 

m (m — nx) 



S=R—T—~ 



z-t-i z-s-i . Z-4-I . Z-+-1 Z-f- 1. 

an x a(m -»-n .x ) 



rn — nx z-t-i. . 

m (ni — nx) 



z-t-i , , 

m (rn — nx) 



Questo, che abbiamo detto sulla sommazione delle serie, si de- 
ve adattare anche alle cose seguenti . 

Si debba svolgere adesso ^n serie la funzione 

Ponghiamo 



m-t-nx-+-rx» 



a-*-br 



-zzA-t~Bx-+-Cx a -*-Dx , -t-Ex , -i- ec. 



m-*-nx-t-rx» 

e moltiplicando pel denominatore della funzione avremo 
• a-+-bxz=.Arn-+-Bmx-*-Cmx a -*-Dmx 5 ■+■ ec. 

-+-Anx -t-Bnx 1 -+- Cnx* -*-ec. 
■+-Arx a -t-Brx‘ -t-ec. 

Quindi sarà — , 2?= — — ^ , e dipoi 
m. m m 3 

Cm-+-Bn~*-Arzzo 
Dm-*-C n-t- Brzzo 
ec. 

onde qualunque coefficiente R dipende dai due precedenti Q e 
P in modo , che è mJi-t-nQ-t-rP—o , cioè R — — n Q~*~ r _ . 



Sia proposta per esempio la funzione 



ì-t-ax 
i — x — x » 



, ove o=i. 
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bzz 2 , m=i , n=z— i, r— — i . Sarà Azz—*i , E—5, ed 

CzzB+A = 4 
DrzC-t-B—i 
ec. 

e la serie cercato sarà 
i-f-xr 



* 7 ‘ 

inoltre 



■ — i -+.3x-*-4x a -+-7x J -*-i tx*-*-i8x‘- 



1 X J. 3 

ove qualunque coefficiente è la somma de’ due precedenti. 

Le serie pertanto , le quali nascono dalie trazioni , son tali , 
che i loro termini dipendono dai termini antecedenti secondo 
una legge costante per tntta la serie. Così so il denominatore 
della frazione è m-+-nx, abbiamo veduto che qualunque termine 
Q dipende dal precedente P in modo, che sia mQ-*-nP=zo : se 
il denominatore è m-t-nx-*-rx a , un termine qualunque R si de- 
termina dai due antecedenti P e Q in modo , che sia 
mR-*-nQ-*-rPxz o. Similmente, quando il denominatore è 
jn-*-nx-+-/-x a -Hrx J , si troverà che qualunque coefficiente 5 si de- 
duce dai tre antecedenti P , Q, R in modo che sia 
mS-t-nR-*-rQ-4-tPzzo . Queste serie si chiamano perciò ricorrenti, 
perchè convien ricorrere ai termini antecedenti per avere il va- 
lore de' seguenti. Qui però si osservi, che se la funzione data 
sarà una frazione spuria, cioè di maggior dimensione nel nume- 
ratore che nel denominatore, in tal caso i termini del numera- 
tore turberanno la legge de’ termini della serie , come può riscon- 
trarsi: onde acciò le cose dette sian vere, convien che la fun- 
zione data sia una frazione propria , cioè di minor dimensione 
nel numeratore che nel denominatore . 

Se svanisce il termine costante m, sarà A—x> , e tutti gli 
altri termini riesciranno infiniti; onde se /n=o, non si potrà 
adoprare il precedente metodo, ma la serie si troverà nel modo 
seguente. Sia proposta la funzione 

e trascurato il fattore x del denominatore 



x(m-*-«jr-«-rx a -*-ec.) ’ 
si svolga in una serie A-*-Bx- t-£x a - 
a-*-hx-*-cr a ee . ... , 

e chiaro che sara 



■ec. la funzione 



m-t-nx-t-rx 3 



x(m-*-nx- 
Similmente avremo 



-+-ec. 

a-Hb--f.ec A _ _ 

— r zz — (-R-t-Cx-f-X/x a -f-ec. 

■CX a -Htì c.) x 
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a-+-àr-»- ec. A /? 

x » { m-t-nx-t-rx » -»-ec . ) x 1 **" x "*‘ ec - 

ed in generale 

a-t-ix-*-ec. A R C 

~ ‘ — ' ■ ■4“ — ' ' - 4 . CC. 

x^((n-*-//x-t-rx a -i-ec.) X? * x-^ J 

, ? a - 

Abbiamo veduto che le funzioni irrazionali si riducono in 
serie per mezzo del Teorema Newtoniano : non ci rimane adun- 
que per questa parte, che a dimostrare il medesimo teorema, 
che allora abbiamo per induzione dai casi particolari dedotto. 
Ponghiamo adunque 

( 1 -t-x ) n — 1 -4-A.t-*-Bx 3 -4-Cx » ■+. ec. 

ed avremo 



(i+x) 2 ,! =i 4 .aAW , j a +-iCr l -+-ec. 

-*-zBx 2 -*-*ABx l -*-ec. 

Ma (i-+-x) rz(i-t-2x-f-x*) ,> ; onde ponendo 21+x 1 in luogo di 
x nel valore di (i-t-x) avremo ancora in altra forma 

(i-t-x) zzi-t-aAx-t- Ax a -*-^Bx*-+-ec. 

-*-^.Bx t -t-8Cx , -*-ec. 

Se paragoniamo tra loro questi due valori di (i-*-x) 2n otterremo 
Brz .4-+-4 2 C-+- 2 A B=^B-+-3C , ec. o sia jB= — , 

C— -^ ec. Resta a determinarsi il valore di A; ma essen- 



do (i-t-x) —i-*-Ax-t-ec. ed (i-»-.r) a,l =i-f-ay 4 x-*-ec. , è chiaro il 
valore di A essere una funzione tale di n, che diventa doppia, 
quando si prende 2 n invece di n. Sia dunque 
x#=n-*-in-t-c« 3 -t-dn > -f-ec. , e sarà %A~ a-¥-2bn-+-^cn 2 -+-8dn , -*-ec. 
— 2 n-+-ai/t-*-acn*-t-adrt , -t-ec. ; onde a—crzdzze c.—G, ed Axzbn . 
La costante b si determinerà se si rifletta, cl»e posta nxzi , è 
i-f-x=i -*-bx , e perciò b— 1, ed A—n. Sarà dunque 
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Bzz- 



*0 



Czz 



n(n — i )(o — a) 



! quindi 



a . 3 
ec. 



(i-t-x)”=i-w*xi. 






a . 3 



Ponendo x=— , ne verrà 
a 

( _ à\n 4 n(n — i) 4» 

af a i 









e moltiplicando per o n 



— i ){n — a) 4» 
a. 3 ~JT 



-ec. 



zza -nna 






nfn— i)(fi— a) n — 3, . 

h -l a & s -+- ec. 

a . o 

come abbiamo insegnato di sopra. 

Abbiamo uno dopo l’altro determinati i coefficienti A , B 
C , ec., e ne abbiamo dedotto per induzione, che la medesima 
legge ha luogo anche ne’ termici seguenti. Per toglierci ogni 
dubbio sopra di ciò si rifletta, che il valore di A è zzn , e q U £n- 
do /» è un ««mero intero positivo, e quando n è qualunque . 
Gli altri coefficienti B, C, ec. sono determinati dalle stesse 
equazioni tanto in un caso, che nell’altro; e quindi saranno 
sempre della medesima forma. Pertanto, siccome la continua- 
zione della legge è stata dimostrata , allorché n è numero infero 
e positivo, essa avrà luogo egualmente, qualunque sia il valo- 
re din. * u 

?3. 

Passiamo alla evoluzione in serie delle funzioni trascenden- 
ti , ed in primo luogo parlando dc’logaritmi cerchiamo una se- 
ne infinita, che esprima il valore di log.(i-*-x). Sia 
log. ( 1 -t-x)zzkx-t-ix » -wnx 1 H-nar 4 ec 
ove è stato omesso il termine costante , perchè essendo log , =0 
la sene deve svanire quando x=o. Se adesso ponghiamò ax-s-x» 
in luogo di x, avremo 
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Iog.( M-ix-t-r* )=ikx-*- Ax a -*-4/x 5 -»- /i‘+e c. 

-*-4^ a ' 1 -*-8 »» x * i zmx 4 ec . 

-+-i6/ix 4 -*-ec. 

Ma log.(i-+-ax-4-x a )^:!og.(i.4-x) a :zialog.( i-*-x) ; (juindi avremo in 
altra forma 

log . ( i a )~a,kx-*-3.lx 2 -*-unx 1 - 4 - 271 X 4 ec . 

Dal paragone di queste due espressioni ne dedurremo 

k k 

A-*-a/=o , 47-t-6m=o , /-t - 1 a/n-»- 1 4 ^=o , ec. , cioè /=s— — > m — -j» 
— — , e quindi 

log.(.-s.x)==*(x- _ ec.) , 

ove A resta indeterminata per esprimere gl' infiniti sistemi di 
logaritmi . 

Posta —x in luogo di x sarà 



log.(x-x)=-*(x-»- — 

\ a a 4 



-ec 



) 

e log.^^=log.(i-+.x) — log.(i— x)=aA(x-«-^--*-^--»-ec. ) . 

Se facciamo ferì , avremo quei logaritmi , che si chiamano 
naturali , o iperbolici, i quali saranno così espressi: 

1 / . X» X* X 4 x‘ 

lQg.(i-Kx)^x-_^ T __^ T _ec. 

log.( I -^)=-(x^ T -H T -t- T w- r - 4 -ec.) 

1 ° s, i-x- a (*- + *T* + *T' + T' 4 ' ec ) ' 

Vediamo adesso , come dalla base a dipenda il numero k. 
Essendo log.o=:i, se facciamo j-»-f=:a, avremo 

Per ottenere adunque il valore di k, che conviene ai logaritmi 
comuni, dovremo fare a=:io, onde verrà 

r o a o* Q* 

T=<»— -*_-+■ ec. 

* J “ 4 4 

Ma essendo questa serie divergente, cioè i di lei termini andan- 
do crescendo, non ce ne possiamo servire per determinare il va- 



\ 

\ 



7 



! 

i 



i 

1 

i 
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lor di Jl . Facciamo perciò ed avremo *=^—7 . e quindi 

* I”X fl+I 

2__ f a— 1 (a— »)* (0— 

A: \a-t-i "*"iS(a-+-i)* 5(a-r-i) 

e ponendo a=:io 

» f 9 . 9 * 

r-HTi-^TT 



-ec.) , 



9‘ 



♦-ec.^ , 



5 .i 1 ‘ 

i termini della qual serie vanno sensibilmente decrescendo, e 
però sommandone alcuni troveremo il valor prossimo di e 

sarà -£C=ra, 3 o 258 , e farro, 434 2 9 * 

Siay il logaritmo iperbolico del numero 1-4-x, ed u il lo- 
garitmo del medesimo numero per la base <*; sarà 
x® x* x* 
y * 2 à 4 

, / X® X* X * \ 

u=k{x- T + T ---*.ec.) . 



Quindi « — k y , e kzz.— ; onde il numero k per la base a è egua- 
le al logaritmo di qualunque numero in questa base diviso pel 
logaritmo iperbolici^ del medesimo numero. Se dunque faccia- 
mo questo numero =ra, sarà u=i , e k eguale all’unità divisa 
pel logaritmo iperbolico della base a. Trovato una volta questo 
numero k, se tutti i logaritmi iperbolici si moltiplicheranno per 
esso, ne nasceranno i logaritmi per la base a. 

Si debba adesso svolgere in serie la qnantità esponenziale 

c x . Ponghiamo 

c x — 1 -t-Ax-*-Bx “-s-Gx * -+-ec . 
e sarà posto ax in luogo di x 

c 3 ’ x ~iH~iAx-b^Bx t -*-8Cx > -t-ec. 

Ma c ax r= Ax-*-A*x 2 -*- aCx’-f-ec: 

-*-aifx * -+-2A Bx 1 -*-ec . 



onde paragonando i termini di queste serie eguali troveremo 
zBzzA* , 6 C=aAB , ec.; cioè Bzz— , C=r^, e c. Rimane però 
indeterminato il valore di A : per determinarlo si prendano i lo- 
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garitmi di c x , e della serie che rappresenta questa quantità , ed 
avrassi 

*log.c=log.(i-*- Ax+Bx*-*-Cx* -4- ec.) 

xzkAx -+- kBx 2 kCx 1 ■+■ ec. 

A-da aArd/? 

x — x* -t-ec. 

a a 

kA > 

h —x 4 -+-ec. 



onde si deduce Iog.c=G4, cioè A—-l£, e quindi 



* log e log.c» x * lue c* 

“ A: TH 



■ ec. 



A 5 ’ a. 3 

c è eguale alla base a de’ logaritmi che si prendono, sarà 
log.c=i , ed avremo 



e facendo xzz 



X X T* T* 

a zzi-t - — k .+. 

k ai» a.3A» 



+-ec. , 



ti r 
a=t-s- T -»- — — i — — 
k a k* a.ik* 



-ec. 



per mezzo della qual serie dato il numero k si potrà ritrovare la 
corrispondente base a. 

Se a è la base de’ logaritmi iperbolici , che in seguito chia- 
meremo sempre e, a motivo di lezzi , sarà 






■ ec. , 



... - a a .3 a. 3.4 

onde si ricava 6=2,7 >8281 . Inoltre sarà 

x x x* x» x* 
e — IH I H -H rr-r-l-ec. 



e similmente 
e quindi 



x _ 

e =1* 



1 a. 3 2.3.4 

x» x> 



a 

x —x 



:i-+- 



a 


2.6 


a. 3. 4 


X» 


X ♦ 


- 4 - ec. 


a 


k a.3.4 


X * 


X 5 





— ec. ; 



zx-*- 



a .3 2.3. 4. 5 



ec. 



Digitized by Google 



D’ ALGEBRA P. II. 



*77 



74- 

Dalle funzioni logaritmiche ed esponenziali vcnghiamo a 
quelle, che dipendono dal cerchio, e primieramente cerchiamo 
le serie, che esprimono il seno ed il coseno di un’arco x. Pon- 
ghiamo a quest’oggetto 

gen.x=ax-t-Ar 4 - 4 -cx 4 -t-dx ec. 

cos.xrr:i-4-^x a -»-/7x , -t-Cx 4 -+-ec. ^ 

Nella prima serie abbiamo omesse le potestà pari di x, perche, 
essendo seii.—xzzsen.x, se facciamo x negativa, deve diventar 
negativa anche la serie, all’opposto nella seconda abbiamo tra- 
lasciate le potenze dispari, perchè posto — x in luogo di x la 
serie deve rimaner la stessa, giacché cos.— x=cos.x . Sarà per- 
tanto 

seu.x a -+■ cos.x a ”i — i- 4 - 2 / 4 x a -s-j 4 a x 4 -+- ec. 

ec. 

- 4 - 2 tibx*- f- 6 a x 4 -*- ec. 

.+. aacx 4 -+- ec. 

onde si ricavano l’ equazioni, a.4-r-a a =o, A 1 -*-2.B-\-3.ab—c, 
2 .C-+- 2 A B-t-b* -*-*ac=io , ec. Cosi pure sarà 

asen.xXcos.a— sen.axznaax-r- Uàx 4 -*-3acx 4 -4-ia8rfx 7 -4- ec. 

~aox-r- ibx 1 -+- acx 4 -t- %dx ' -+- ec. 
-+-a^fnx ) -*-a^ix s -+- 2 y^cx’-+- ec. 

■+-aJ5flx 4 -t-aBix’-»- ec. 

-r- 2 Cox’-*- ec. 

e quindi 6b—3.Aa~o , ìoc—nAb—zBa—O , 
ia 6 d — a Ac — iBb — aCa=:o, ec. Da queste e dall’ equazioni pre- 
cedenti deduciamo 



, a a , O 4 r» a * <J 4 ry 

A— , b— -, li — — — — , C= 3-TTV t — — „ -■ 1 r ec. 

a ad a.d.4 a. 3 . 4.5 a. 0.4-5. o 

Se 1’ arco x è piccolissimo, si confonde col suo seno, cioè 

sen.x=x; ma nella serie supposta sen.xrrax, dunque a—i, e 

quindi 

x 4 . x s 

sen.x=x — — -z — ec. 

a.o 2 . 0.4 5 

x a x 4 x 4 

cos.x=i 1- — 7-7 J-7YT+ ec. 

a 2.0 4 a. 0.4 5 o 

Ponghiamo tang.x=x-*-xlx ! -«-i5x 4 -*-C , x , -t-ec. e come la 
tangente è eguale al seno diviso pel coseno, avremo 
Tom. I. a 3 
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x * 



x 4 



x-t-Ax * +-Bx » -*-Cx 1 -t-ec . : 



a. 3 a. 3 4 5 



■ ec. 



x * X 4 

1 1- 



c moltiplicando 

x* x 4 

x 



x* 



a 2.3 4 a . 3 4 0.6 

. , Ax* Ax' 
-t-Ax > — 1 — ■. — ec. 



+-ec. ==x — 



2.3.4 a. 3. 4. 5. 6 

r» x» 



+- ec. 



a.3 2. 3. 4.5 



■ ec. 






a 2 3.4 

Bx' 



• ec. 



-+-Cx ! — ec. 



onde si deduce A—^- , B— ~ , C=-~, 



16 ’ 3.5 

x * ax * 1 7X T 

tang.x=x-<- — 



ec. 



j 5 3.5 

La legge dei coefficienti A, B, C , ec. è la seguente, 
* A—— 

A ~i 



B-- 



c- 



2.3.4 23.4.5 

A • 1 



a 2.3.4 ' a. 3. 4 6 2. 3. 4. 5. 6. 7 



ec. 

Abbiamo veduto, come le funzioni di cerchio si esprimano 
per gli archi ; mostriamo adesso come gli archi viceversa si 
esprimano per le loro funzioni. Sia t la tangente dell’arco x, e 
ponghiamo 

xz^-i-At 4 -*-Bt * -+-C t 1 ec. 

sarà 

at 8 At’ 3a Bt‘ 

-h 



2X=- 



-♦-ec. 



"i— t* (1— -t a ) 4 (1— t a ) 4 

perchè quando x diventa ax, in luogo di t=tang.x si deve porre 
at , . * . . . . 1 r 

=tang.ax . Risolviamo in serie 1 termini - — — , ,ec; 

ed ordinando tutto per t avremo 

2x^zat-t-a^t 5 -+-ec. =at-+- at 4 -*- at 4 -*-ec. 

-^At^z^At ‘-t-ec. 
-»-32Ì?i 4 -f-ec. 
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cioè A — — , B — -jr, ec. , ed 



/» t» f c 

ar=* -4— k ec. . 

357 ‘ 

Se facciamo ar=^-= all’arco di 45. gradi, avremo la serie 
Leibniziana 

d 1 1 1 1 1 

1— _h— r 1 ec. 

4 3 07 9 11 

Ponendo all'arco di 3o. gradi , di cui la tangente 



, otterremo una serie più convergente 

1/3 

p__ 1 / _t_ i £ , i_ 

6 [/3I 1 3.3"*" 5.3» 7.3» 9-3» 




per mezzo della quale Lagny calcolò il valore di p con 137 de- 
cimali, le prime delle quali ci danno p~ 3, 141593. 

Con un metodo simile si potrà l’arco esprimere per le altre 
sue funzioni. 



CAPITOLO. V. 

Della riduzione delle quantità immaginarie alla forma 

7 5. 

Abbiamo già notato nella prima Parte, che qualunque quan- 
tità immaginaria ridur si poteva alla forma — 1 ; adesso 

insegneremo ad eseguire questa riduzione. In primo luogo cer- 
chiamo, come si esprima il logaritmo di una quantità immagi- 
naria; equi come in seguito, quando parleremo di logaritmi , in- 
tenderemo sempre i logaritmi iperbolici. Sia dunque proposto 

log .(a-+i\/ — 1)— Iog.q-f-log.^i-4- ^ , e riducendo questo in 

serie avremo 
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S-0-7* S-'Y 



M/-x 



A a 



a aa a 

i & |/— 1 b* 

H 

0o‘ 



A*|/— 1_ A* 

4 a 4 



da' 



5 a 5 



_ j /A a A» b * \ 

~ a ~ eC- ) 

, y (b b' b<- \ 

^ / - 1 KZ~^^ ec ) • 

La prima parte di questa quantità è =— log.^1-4- (73) , la 

seconda è =4/ — 1 moltiplicata per l’arco, che ha —per tangen- 
te (74). Chiamando dunque f? quest'arco, avremo 
log. (a-t-Al/— 1 )=log.a-t-^log.( 1 -+- , 

=log ,j/'(a a -i-A a )-+-(?[/ — 1 , cioè lo avremo ridotto alla forma 

A - t - B \/ — 1 . 



Essendo log.(a-t-Aj/ — i) m =«ilog.(a-«-Al/' — 1), sarà 
log.(fl-»-A)/. — 0 ~A-+-B[/ — 1 posta A~m\(ìg.\/(a 1 ‘ -*-b u ) , 

all arco, che diviso per m ha la tangente — — . Cosi , 

poiché log.(<2-t-Aj/ — 1 ) rn ~^’ 1 \ / '~ 1 —(m-*-r<]/— 1 )log. (a-t-Al/— 1 ) , 

sarà \og.(a-\-b [/ — |) m ' + ‘ n K 1 — 1 , se si pone 

A—m\og\/(a a +-A 3 ) — nfl , 2?:zy*log.j/(a*-4-A a ).+-m0 . 

Viceversa la formula A-*-B [ / — / si potrà ridurre alla forma 
log.(a-»-Ai/ — 1) , Abbiamo veduto essere A—\og.[/(a 2 -+-b a ) , 

B— all angolo che ha — per tangente : quindi si ricava 
e =l/(« a -+-A a ), o sia a a —e 2 ^ — A a , e— rrtang.B, cioè 

jjf ^ 

— - =tang.2? a , onde A — e Xtang-B — e ^g e n.i?, ed 

e 2 — A a j/(i-t-tang ./?*) 

0=1/ — e 2 ^sen .B 2 ^j—e’^y.co» .B . Sarà dunque -< 4 -k 0 |/— i 

=log. ^e^X c os. B -*-\/ — 1 .e^Xsen . 5 ^ . 
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Se A—O, avremo B[/ — i=:log.(eo 9 . /!-♦-(/ — j.'fin.B), e per- 
ciò e^' l =cos.JB-f-^/' — i.sen./l; similmente 

e I =rcos.B — \/ — i. sen.il, onde si deduce 

r ,¥-u-V- 

, sen.i>= — 

± 3{/—l 

Se nella formula B\/— i=log.(cos. B-+\/— i ben.fì) farciamo 
cos.fl=:i , seri lizzo, sarà primieramente Bzzo , ed infiniti altri 
valori di lì, che soddisfanno a queste condizioni , saranno espres- 
si dalla formula dz2rip, essendo a p la periferia del circolo, ed 
m qualunque numero intero. Sarà dunque log. \zz-^Z2mp \/ — t , 
cioè il logaritmo dell’unità ha infiniti valori, uno. de’quali è 
=f> , e gli altri imagiuarj. In egual modo se facciamo sen./fcro, 
cos .Bzz — i, troveremo log. — i zzziz(2m — i)p[/ — 1, cioè il loga- 
ritmo» dell’unità negativa ha infiniti valori, e tutti immaginarj. 
E siccome azzima, e — a ~ — i X a , se chiamiamo A il logaritmo 
reale del numero», sarà log.»=yf- 4 -log.i , e log. — azzA-*- log.— r, 
cioè il logaritmo di una quantità positiva ha infiniti valori, uno 
de’quali è reale e gli altri immaginari, ed il logaritmo di una 
quantità negativa ha anoh’esso infiniti valori, ma tutti imma- 
ginari ; che è il famoso teorema del Sig. Euler . Se nella equa- 
zione log. — i =:( 2/?i — i )p[/ — i ponghiamo mzz t avremo la cele- 
bre proporzione di Giovanni Bernoulli i .pzz\/ — i:log. — t, cioè 
il diametro del circolo sta alla circonferenza come i/— i a 
log — i . 

Si debba adesso ridurre alla forma A-*-B[A — i la formula 
(a-+-b\/ — i) m . Prendendo i logaritmi avremo 
log . (a+-b\/— i ) W =/nlog .[/(a 2 -*-b a i 

=log.[c- lo g^( a \cos — i.sen.m/ 1 )] 

=J°g [l/'(a a -t-A l> ) m (cos.m^-*-j/ / — i.sen.m/?)]; ^ ritornando dai lo- 
garitmi ai numeri avremo (a-+-b[/— i) TO =j/(a».+i> a ) , ”xoos.m|? 
•H/— i-\/(a i -+i t )" z X.sen.mfì , ove /? è un arco, che ha per tan- 

b b n 

gente — , o sta per seno — , e per coseno 

Dividendo per [/ / (a 3 -*-i a ) OT avremo 



P IV- 1 - -IV -I 
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/ a h/ — i \m a . 

I — yr ; — : H — -r- ; — ) — isen.m.J . 



Ma. 



| /(a a -*-b*) 



~COB.fi, 



l/(a a -+-£ a ) 



~sen.fi-, dunque 



(cos.^-*-j/' — i gen /f) ,n =cos.»i|?H-j/' — j .gen.m|? , 
e presa p negativa 

(coB.fi — |/ — \.sen.fi) m — co». mfi — j/ — i.sen.m^; 
onde si deduce 

m fi— (cos.fl-iq/— igen fi) m -*.(cos.fi— isen.ft) 






„, n (co^-H/- ' sen .#) m -(cos.^-|/- , scn.fi)” 1 . 

2j/ — J 

Si risolvano in serie quest’ espressioni , e si otterrà 

m(m — r) - m — 2 -,a 

cos.mfi—cos.p cos.p Xsen.p 

m(m— r)(m— a)(/n_ 3 ) j«— 4. . 3 4 

cos.p ^Xsen.p— ec. 

2 3W — a m i m — >)("> — a ) — 3 ,3 

*cn.mfi=mcos.fi Xsen.fi ! -cos.p Xsen.fi 

m(m— i)(m— a)(m— 3 )(m— 4)— s 5 

-» a ^ ^ ' 5 cos.p Xsen.p — ec. 

come avevamo osservato di sopra (69). 

Se m è un numero fratto , avremo 

» 

y/ >)=p // [o a -*-^ a )(cos.|-Hi/— i.sen.|j , 
ove fl è un arco, che ha per seno ^ , e per coseno 

— Oltre l’arco fi, che si suppone minore dell’ angolo 

i/(a*-*-b>) ’ 11 6 

retto, vi sono infiniti altri archi, i quali hanno il medesimo 
seno e coseno, rappresentati dalla serie zp-t-fi , Ap-t-fi , (tp-t-fi , 

Q 

Bp-*-fi, iop-t-fi, ec. , onde in luogo di possiamo prendere qua- 

1 , ,. ..fi *P+-fi 4ps-fi fy-t-fi 

iunque degli archi seguenti ; — , — - — , — , — - — ,ec. fino 
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affi —\)p-*-p .... . . . .. 

a — - — - . Perche se continuassimo avanti questa serie , la 

formula nostra riprenderebbe i valori precedenti, giacché 

e simil- 



a nn-*-8 8 

eoa. -=ros.— 

n n 



a(/i-s-i)/7-*-^ ' a p-*-P 

eoa. - — L =cos.— — - , ec. 

n n 



anp-t-p 8 a(n-f-i )p-*-p *p-*~P ^ ■ 

mente sen. L =sen.— , sen. — L =rsen. , ec. Quin- 

n n n n 

di la radice «.«>>“» della quantità a-*-b \/ — I ha n diversi valori 
espressi dalla formula y/ (a a -t-A J )^co 8 .-^-e|/-isen.^,oveper 
y si possono prendere i seguenti n archi 

P, a-p-4-P, A p-*-P, (>p-*-P, • • • • a(n— 0 p-*-P, 

essendo p il più piccolo arco che ha per seno, ed 

v V 1 / (a r 

a 

— ; — per coseno . 

\/(a a +b a ) v 

Sia proposta per esempio la formula | [^-*-| /(<]* — c*)] , 

ovesia^ a <c* . Avremo azzq , fcq/(c* — q») , e quindi 
y/ c')]=l/c( cos.-j-i-J/'— isen.-j^ , essendo P un 

angolo, che abbia ^ — per seno, e — - — per coseno . Si- 

| /c* r |/c* r 

milmente y/ [ 7 — (/(f* — c*)]=j/c^cos.-j — [/ — isen.-j^ : onde 
le tre radici dell’equazione a. -4 — 3cx— nq—o nel caso irreducibi- 
le ( 46 ) saranno ar= 2 l/cXcos. 4 r, x=al/ cy,cob. ' /> '*"- , 

xzz3.[/ cXcos . ^3 » ove *P rfl PP re8en ta la circonferenza del 

circolo. 

Rimane a ridurre alla forma A-*-B\/—i la quantità 
(a-*-b[/ — 1 . Prendendo i logaritmi avremo 
log .(«-+-&[/ — ^ l —C-*-D[/ — i , ove Cz=m\og.\/{a ì -¥-b 1 ) — np, 
D=n\of'.\/(a 1 -*-b a )-*-mp , e P l’arco che ha ~ per tangente. 
Facciamo C-\-D[/ — i=log .(vJ-Kflj/' - — i), ed avremo 



.Digit 
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( ’ C 

Azze 'Xc.os.D , Uzze Xsen.D , cioè 

Azze" 1 ^ ,< ^X C09 '( , >l 0 g )-*-»»?) » e 

) " ^Xsen.(«log.i/(a ;, -t-£ a )-t-mf7) . Ora es- 
sendo log.(»- 4 -&j/ — l r=C-t-D(/' — izzlog, (A-t-B\/ — 1 ), 
se passiamo dai logaritmi ai numeri avremo 

[a-¥-b\/ — i ) m -*- r V- 1 = A+ B \/- 1 . 

Pertanto qualunque quantità immaginaria o algebraica, o 
logaritmica ed esponenziale si riduce alla forma A-t-B \ / — i : e 
siccome i seni ed i coseni e le altre funzioni del cerchio si pos- 
sono esprimere per mezzo delle quantità esponenziali , è mani- 
f.-sta la via di ridurre alla medesima forma anche le funzioni 
circolari. \ 

- 

Applichiamo la teoria esposi^ atta ricerca delle radici dell’e* 
quazione x n ±er=o . Sia primieramente x"zzc , ed avremo 
xzz^/ c; e se nel valore di | /\(a-*-b[/ — i) faremo azze, e 

, troveremo x=j cos.- — — isen.-^ , ove in luogo 
di r si possono prendere gli archi o, a p, 4/>. 6p, .... a(o — i)p. 

» fi , rt / 

Le radici adunque dell’ equazione : r —czzo saranno / c , 
xzz^/cfcosX -H/" l8en x) >X= {/ ' c ( c0i ^' H/ ~ 1 Sen GT ) 



/ a|/7 — i )p y afn — i)p 

c.cos.- — -t-j/ — isen. 1 



) 



Se si osserva che 



eos.m<p-*-\/ — isen./n^=(cos.9S-»-|/'— (isen.^)” 1 , si vedrà che po- 
sto cos.— -h/ — isen. — zza , queste radici saranno rappresenta- 
n v n 1 ! 

te dalle quantità c > “ s,a> \/ c > • • • • 

. . a n ~ l y / /'c. Allorché nèjhn numero pari, tra le radici 

sarà compresa la quantità 



/ 

/ 
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yy'^c^cos.^ -*-[/— isen.^^=— y^ c, perché cos.jo=— i , e 

tea.pzzo, cioè l’ equazione x n — C—O avrà le due radici reali 

c > e -{Z c > come altronde è noto; se n è dispari, una 

n / 

sola sarà la radice reale “ y/ c , e tutte le altre immaginarie ; 

Si sa dalla teoria dell’equazioni , che una di queste radici imma- 
ginarie essendo della forma A-+-B\/ — i , ve ne sarà sempre un* 
altra della forma A — B[/ — i , come si può ancora verificare. In- 

d— sen.-^ , e perciò l’ul* 



- . a /i — i) a p a pi— i 

latti cos. — P>=:co8. — , sen.— 

n n n 



tima radice equivale a \/ C (cos.^-l/- ì&en.-^j : cosi pure 

cos.^ — — =cos.— , sen.- 3 ^”~ 2 ^ =r— sen. — , onde la penulti- 
n n ri n r 

ma radice sarà y/ c^cos.-- — \/ — isen.^j^; e l'istesso si dica 
delle altre. I fattori adunque della quantità x n — c saranno 

x -\/ c 

'-(Si cos. ^^/-isen.^) 
x—y/ c^cos.^L— (/— nea.~^ 
x — y/ c(cos.^¥- •*■[/— isen.^^ 
x-y/' c(cos.^-p/-isen. 



ec. 



e se si moltiplicano insieme i due fattori immaginarj corrispon- 
denti, ne nasceranno i fattori reali di secondo grado, la forma 

generale de’ quali sarà x a — ax y,/ c . coB. - m — -» V- a , ove per 

a/» si può prendere qualunque numero pari non maggiore di n. 

Se P equazione sarà x 1 -k-czx. o , che ci dà / — c , po- 

Tom. I. a4 



A 



. \ 



\» 



i 
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nendo nella formula l/ bzzo , eri a=—c trovere- 
mo c^cos.— -*-l/ — isen.-^, ove per y si prenderanno gli 

archi p, ip, 5p, ... . (?.n—i)p . Allorché * è dispari tra que- 
ste radici vi sarà compresa c(cos./?-t-j/ — iseu./?),cioè — J / c, 

che sarà la sola radice reale della equazione r n +c:o; ina quan- 
do n è pari, tutte le radici saranno immaginarie. Qui pure, se 
due fattori immaginari si moltiplicheranno insieme, ne verran- 
no i fattori di secondo grado della quantità x n -*-c, e la loro for- 

, “ / am-*-i " / 

ma generale sara x À — àx | / c. cos. - i / c 2 , ove per 

2 /n-+-i si Dovranno prendere tutti i numeri dispari non maggio- 
ri di n. Si osservi pelò che nel caso di n dispari, in luogo del 

fattore x a — 2 XJ/ c»coi./m- c 2 , cioè del fattore (ar-f-J/ c) a 

si dovrà prendere il fattur semplice x-*- i/o- 

Da questi principj si può dedurre la dimostrazione del ce- 
lebre teorema di Cotes, il quale-si enuncia cosi. Se si divide 
(Fig. 5.) la circonferenza del cerchio AaBPP'B'a' nelle parti 
eguali Aa , Aa ! , aB, a'B ' , Bb, B'b ' , ec., il numero delle quali 
sia 2 rt, e da un punto qualunque M preso nel diametro AL si 
tirano a tutti i punti di divisione le rette Ma, Ma ' , MB , MB' , 
Mb, MI ' , ec. , sarà sempre la somma delle potenze 

IA n +TM n =Ma.Ma.Mb.Mb'.<-c. , ed ~TÀ n — 7W 1 
— MA.MB.MB'.MC.MC'.ec . Sia il raggio IAzzA , IM—x, e 
preso un punto qualunque P nella circonferenza, e tirata la 
perpendicolure PQ al diametro AL. che prolungata incontri di 
nuovo la circonferenza in P' , e condotte inoltre le rette MP , 
MP', se si chiama^ l’arco jÌP, sarà PQ^Asnu.f , MQxzx — kcos.p; 
onde MPy,MP'—M P 2 =x a — ikxcoi.<p-*-k 2 . Se adesso facciamo 
. 2 p A P 

f successivamente =o, — , —, ec. , avremo 
n n 

— MAzzx — k, MBX.MB'zzx* — aAxcos.— -*- à* , 



Digitized by Google 



D’ ALGEBRA P. II. 
,Ap 



187 



MCxMC'^x 1 — aAxcos.— -t-A * , ec., i quali valori sono i fat- 
n 

tori di x n — k n zzi M n — J A n . Similmente ponendo 9 )= ~ > ~ , 

ec., avremo MàXMa'zzx 3 — a/xcos.— -*-/c a , 

Mb'XMb'zzx * — aA jrcos.— -t-A a , ec., i quali sono i fattori di 
n 

x n -t-k n —lM n -t-JA n . Dunque ec. 

'l'I- 

Sì debbano adesso trovar tutte le radici dell'equazioni do 
rivati ve del secondo grado x 2n — a.Ax n -*-B 1 zzo . Avremo 
x=j/ // [A^/'(A a -B ì )] t e »cAè>B, posto A3%/(A a -B* )zzc, 

ed orrcos.^-sq/— isen. — , le radici della proposta saranno 

rappresentate dalle quantità j^/c, o^/c, a a y/ c, . . . . 

, il numero delle quali è ara a motivo del doppio se- 
gno contenuto nel valore di c. Se A è <B, pongliiamo nel va- 
lore di y/'( a -*-b\/—i), azzA , bzz^/(B a —A a ) , ed avremo 

xzz{/ B ( cos.^— *-!/'- isen.-^.ove y rappresenterà tutti i seguen* 
ti archi ±9 , a p3z$ , 4 p±9, 6p±J ) .... 2 ( 71 — i)p±9, essendo 9 il 
più piccolo arco, che ha —A ) geno ^ e( j A^ p er c0#en0> 

cioè sarà y della forma 2 mphd , purché per m si prendano tutti 
i numeri interi minori di n . E qui pure si dimostrerà come so- 
pra , che i fattori reali di secondo grado della quantità 

x 2n —nAx n -*-B t nel caso di A<B sono espressi dalla formula 
x* — 2XJ// Bcoi ? m P^ -—-+- ^ / B 2 , ove 2 m rappresenta tutti i 
numeri pari non maggiori di n. Se per evitare le quantità irra- 
zionali facciamo Bzzk* 1 , sarà Azzk cos.9, e la formula 



Digitized by Google 




i83 ELEMENTI 

x * — aÀxcos ■— * rappresenterà i fattori trinomiali della 

n • 2/1 » /I Tir XI 

funzione a: — 2A* a: C08.W 

Quindi si deduce la dimostrazione del seguente teorema di 
, Moivre : se nella circonferenza di un circolo ABL (Fig. 6 ) si 

prende un arco qualunque AL=S, e l’arco AB—— , poicomin- 

ciando dal punto B si divide la circonferenza in un numero n 
di parti eguali BC , Bc , CD , ed, ec., condotte da un punto M 
preso nel diametro che passa per A a tutti i punti di divisione 
le rette MB, MC, Me, MD , Md , ec. , sarà 

Wb .Me làc.MD JTd . ec .=^7 an - fn n , Wi n . cos 9-f-yw7 . 
Poiché chiamando h il raggio AI , ed x la di lui porzione MI , 
e <p l’arco qualunque AP troveremo come sopra MP* 

=rx 3 — 2Àxcos.0-*-à a ; e ponendo in luogo di f gli archi — , 
ap—S zp-t-d 4 P & ec. , otterremo per MB * , Me 2 , 

MC* , Md* , MD* , ec. le medesime quantità, che abbiamo 



veduto essere i fattori di x ln — aA:“x f *cos,#-+-À 



,n n 



, 2 n 



CAPITOLO VI. 

Delle frazioni continue. 

? 8 . 

Xje frazioni continue formano un genere particolare di espres- 
sioni , che per la sua utilità merita di esser trattato con qual- 
ch’ estensione. Frazione continua si chiama una frazione, il di 
cui denominatore è composto di un numero intero e di una fra- 
zione, ed il denominatore di questa è «li nuovo composto di un 
numero intero e di una frazione, e cosi in seguito. Tali sono 
l’ espressioni • 



a-H • 



a-t- 



b-t— 



b+-L 



c- 



c-*-- 



d-t-ec. 



d-t-ec. 
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Noi considereremo specialmente la prima forma, s\ perchè e la 
pih utile, si perchè dal conoscere la natura di questa si rende 

nota anche l’indole dell’altra. 

Per vedere come il valore della frazione continua esprimer 
si possa nella solita maniera, terminiamola gradatamente nella 
prima, nella seconda, nella terza frazione, ec. , ed avremo 



a - •- 
o-+- 



r ab- t-r 

i-~r 

r aic-t-c-4-a ( ab-t-i)c-*-a 

^ _i. bc-i-t ic-t-r 

c 




La legge di queste frazioni è la seguente: qualunque numera- 
tore è eguale all’ ultimo de’ numeratori precedenti moltiplicato 
per la corrispondente delle lettere a , b , c, d , ec. , ed al nume- 
ratore penultimo; e la medesima è la legge dei denominatori. Se 
dunque facciamo 

A— a A’=i 

Bz=bA-*-i B'zdb 

C=cB+A C'—cB'-*-A' 

DzzdC+B D'zzdC'+B' 

E-eD^-C E=eD'*-C 

ec. ec. 

quelle frazioni saranno > -fi, » -g , , ec. Per dimostrar 

questa legge suppongo, che essa si verifichi per esempio fino al- 
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D 



la frazione jj, , e dico che avrà luogo anche per la frazione se- 
guente ^ . Infatti la frazione ~ si cangia in jz;, se in quella 



si pone </h — in luogo di d . Essendo adunque — 



D dC-*-B 



D — dC’+li 



JT> sa - 



, E eldC -*~B)-*-C _ eD-t-C 



n ~E 



~ cD'-t-C 



. Se la frazione 



(**7 )CVS' 

continua è terminata , l'ultima dj queste frazioni ci darà il di 
lei esatto valore, ma se la frazione continua va all’infinito, 
queste frazioni anderanno sempre più accostandosi al di lei ve- 
ro valore . 

Se prendiamo le differenze di queste frazioni, avremo 
B _A_t_ C jS _ i 
B' , A' b ’i 7' B' 

D C t 



b\bc -*- ■ ) ’ 

, ec. Quindi la frazione continua 



D' C (ic-r- 1 

si potrà esprimere per la seguente serie 

in 

T 

C-f.-— 

a-4-ec. 



r r t 

b b[br- f-i) fbc-t-i jfbcd-t-d-4-bj 

onde viceversa le serie potranno convertirsi in frazioni con- 
tinue. 

Ma lasciando da parte queste cose, perchè poco utili, ve- 
diamo con qual mezzo le frazioni e le altre quantità ridur si 
possano in frazioni continue. Sia pertanto^ unaquantità, che 
non possa esprimersi in numeri interi : per conoscere il valore 
di questa quantità cerchiamo primieramente un numero intero 
così prossimo al valore di X , che la differenza da esso sia mino- 
re dell’unità. Sia a questo numero, e sarà X — a minore dell’u- 
nità^ quindi — maggiore dell’unità. Facciamo -^——^—X' , 

e in simil guisa cerchiamo il numero intero b il più prossimo 
»1 valore di X’ \ sarà di nuovo X' — b minore dell’unità, ed 



i 
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,‘ -y maggiore dell’ finità. Se ponghiamo cerchia- 

mo il numero $ prossimo al valore di X" , avremo anche adesso 
X" — c<i , ed -^77 — >1 ; e così in seguito. Ora essendo - v - -— V', 

A 1 



A— a 



:4t, ed Alta i -^7 , similmente poiché --- — . =A" , 
A A A — 0 



sarà A- 

sarà A '=/>-+- -^77 , e così pure A"=< 
per ordine questi valori avremo 
X=a+Y' 

X=a- 1-— . 



i-s- A „ 



A=a-n- 



é-4- 

C-+- - 



e finalmente 



■"vm > ec. Se ponghiamo 



d- 



e-4-ec. 



la quale sarà la frazione continua, che esprime il valore di X . 
1 numeri a, b , c, ec. si possono prendere in due maniere, cioè 
o maggiori o minori delle corrispondenti quantità X , X' , X" , 
ec. , delle quali sono limiti . Ma se saranno tutti minori delle 
quantità X , X' , ec. , i denominatori b, c, ec. della frazione 
continua saranno tutti positivi; se saranno tutti maggiori, i de- 
nominatori saranno tutti negativi ; e se saranno in parte minori 
e in parte maggiori , i denominatori saranno e positivi e negati- 
vi. Poiché se a è <X , sarà X — a una quantità positiva, e tale 
sarà anche b ; ma se a>X , sarà X — a e perciò anche b una quan- 
tità negativa. Per evitare i termini negativi nella frazione con- 
tinua noi prenderemo sempre i limiti minori. Si osservi intan- 
to, che se alcuna delle quantità A', X”, ec. si trova eguale ad 
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un numero intero, allora sarà o fc= Y' , o czzX" , o d^X'" , ec., 
e la frazione continua sarà terminata . Cosi, se X" è un numero 

* * I 

intero, la frazione continua che esprime X sarà Xzza-*--r r 

b *~X r " 

Snppongliiamo che la quantità X sia una frazione raziona- 
le-^, ove le lettere M ed N rappresentino numeri interi. È 

chiaro che a sarà il quoziente della divisione di AI per N ; onde 
se farassi questa divisione, ed il residuo si chiamerà Al' , sarà 

~ — a ed X'—~^ t . Similmente per avere il valor prossi- 
mo di X' si divida N per AT , ed il quoziente sarà b , il residuo 
]\f" M' 

sia AI" . Quindi A" — b=-^p-, ed X"—^p : di nuovo adunque si 

dividerà AI' per AI" , ed il quoziente saràr=c, e così in seguito. 
É evidente pertanto, che per ridurre le frazioni ordinarie in 
frazioni continue convien fare quella medesima operazione, con 
la quale si cerca il massimo comun divisore delle quantità AI 
ed iV. I quozienti nati dalle divisioni saranno i denominatori 
della frazione continua, la quale si terminerà, allorché la divi- 



sione si farà senza residuo. 



ia3 



Sia proposta per esempio la frazione , e si faccia l'ope- 
razione seguente per trovare il massimo comun divisore de’nu- 
meri ia 3 ed 87 . 

87)123 (1 
8 7 

- 36 ) 87 (2 

72 



i 5 ) 36 (2 
3 o 



6 ) 1 5 (2 
12 



3) 6 (2 

6 



o 

Poiché siamo giunti ad un residuo —O, l’operazione è termina- 
ta, ed abbiamo azzi , b—2, c~ 2, dzz 2, e—i ; onde 
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a 



Anche le quantità irrazionali , e trascendenti si possono 
con questo mezzo svolgere in frazione continua, se prima si 
riducono in frazione decimale. Cosi essendo 2^:i,4i42i356 

_ p acc i a questa operazione, 

ioooooooo 

ioooooooo i 4 i 4 at 356 

82842712 ioooooooo 

17157288 4 , 4 2, 356 

i 4 zi 356 o 34314576 

2943728 7106780 

2438648 5887466^ 

ec. 1219824 

> ^ 1 

e sara 1/2= ih t 





2-»-ec. 

Ma siccome il vero valore di una quantità espressa in decimali 
ha per limiti la frazione decimale data, e la medenma accresciu- 
ta dell’ unità nell’ultima cifra, bisognerà far l’operazione su 
queste due frazioni , e non ammettere che qu?i quozienti , i qua- 
li son dati da ambedue le operazioni. 

Trovati i valori di a, b, c, ec., se Acciaino come sopra 
Azza A—i 

Bzzha -+■ 1 B'zzb 

CzzcB+A C'=cB'+A' 

DzzdC+B D'zzdC'-t-B' 



ec. ec - 

AB CD 

avremo le frazioni , j. > Jy ’ 7 ? ’ ec ’ conver g ent > verso il 

valore della quantità proposta X. Se osserviamo attentamente 
Tom. I. 25 



Digitized by Google 




Si e 



D’ ALGEBRA P. 1 I. 19 5 

za non può mai estere <^5 > dunque se n<D' , quella differen- 
za sarà sempre maggiore di „ ^ . Similmente la differenza tra 

e ^ non potendo essere <^jp , *arà 8e n <C' • È 

adunque impossibile che tra le frazioni jy e jp cada un altra 

frazione — , in cui sia n minore di C' o di U . 

Vediamo adesso quanto queste frazioni si accostano al vero 
valore della quantità X che rappresentano. Se dunque a è il 

valor prossimo di X , ^ ^ —X' , e b il valor prossimo di X , 

fr —X" , e c il valor prossimo di X" , ec. avremo 

X=a+~ 

ò-h-tu 



b-*- 

c-+- ■ 



ec. 

o pure riducendo le frazioni continue a frazioni comuni 
v nA'-M 

a --T~ 

bX"+, 

Y f (aò-s- 1 )c-*-o].Y'"-+-ai-+- 1 

' (bc+>)X'"-<-i 

ec. 

e ponendo A , A' , B, B’ , ec. invece de’loro valori 

AX'+i 



X— 



X- 



A'X' 
BX"+A 
B'X"-*-A' 
y_ CX"’-*-B 
1 ~ C'X'"-*-B' 
ec- 



1 
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Quindi otterremo 



x- A 
x — - 


J 

*"a 1 c 

I 


A — O' 


B\B'X"-*-A') 


x — c - 


X 


A — C' 


ec. 



Ora essendo X'>b , X">c, X'">d, ec., sarà X'>B' , 
B'X"+-A'>B'c-*-A’>C', C'X'”-t-B'>C'd-*-B'>D' , ec. ; e sicco- 
me X'<b-t- 1, X"<c-t-i , X'"<d-¥- 1 , ec. , sarà 
X'< B'+KB'+A' , B'X"-t-A'<B'(c+i)-t-A'<C+B ' , 
C'X'"-+-B'<C'(d-*~j)-i-B'<.D'-*-C' , ec. Le differenze adunque 
ABC 

delle frazioni — , -jp , ^ , ec. dal vero valore sono respettiva- 



mente minori delle quantità 



r i 

IIP ’ TFcP 



Q r J)< * ec - » e maggiori 



delle quantità ’ eC> Dal che 

apparisce, quanto gli errori siano piccoli , e quanto vadano sem- 

A B 

pre divenendo minori. Inoltre essendo le frazioni —p , , ec. 

alternativamente minori e maggiori della quantità X , il valore 
di questa quantità sarà compreso tra due frazioni consecutive. 
E siccome abbiamo dimostrato che tra due frazioni consecutive 
non può esser contenuta alcuna frazione che abbia il denomina- 
tore minore di uno di quelli delle due frazioni, ne segue che 
A B 

ciascuna delle frazioni — , -g , , ec. esprimerà il valore di X 
più accuratamente di qualunque frazione che abbia un denomi- 
Datore minore. Se delle frazioni — , , gr > ec - formiamo le due 
A C E B D E 

» er iej, , g; , gr, ec. ; jp , jy , p , ec. ; la prima conterrà fra- 



zioni tutte minori di X, le quali anderanno sempre più acco- 
standosi a questa quantità, e la seconda sarà composta di fra- 
zioni tutte maggiori di X , ma che andranno diminuendo verso 
la medesima quantità. Se prendiamo le differenze delle frazioni 
della prima o della seconda serie, troveremo 



Digitized by Google 



D* ALGEBll A P. li. 



C A _ c 
C' A — A'C 
E C _ e 

E' C~C'E 

tiC. 

B D _ d 
B' D' B'D' 

D_ F / 

D' F UT 
ec. 



Ora se i numeri c, d , e,/, ec. fossero tutti eguali all’unità, si 
potrebbe provar come sopra, che tra due frazioni consecutive di 
ambedue le serie non si può inserire alcuna frazione , il denomi* 
natore della quale sia minore del denominatore di queste due 
frazioni. Ma se i numeri c , d, ec. sono maggiori dell’unità, si 
potranno inserire tante frazioni intermedie, quante unità son 
contenute ne’ numeri c — 1 , d — i , ec. , e queste frazioni saranno 
quelle che nascono dal porre successivamente i numeri 1 , a , 3, 
.... c — i in luogo di c nei valori di C e C' , i numeri 1 , a . . . 
d — i in luogo di d nei valori di D e D' , ec. Così se czz\, avre- 



mo Czz^B-t-A , C'—^B'-t-A' , e tra le frazioni -4- e 



no inserire le tre frazioni intermedie 



- £7 »J potran- 
B-t-A aB-t-A 3 B-t-A 



B-t-A” zB'-t-A' ' iB'-t-A’ ’ 
A B i A 

Se prendiamo le differenze tra le frazioni -j? , ec. 



troveremo 

B-t-A A r 

B'-t-A'~A'~ A'^B'-t-A) 

2 B — A B-t-A 1 

a B'-t-A' B'-t-A' ~(B'-t-A i )^B'-*-A'ì 

3 B-t-A a B -t-A r 

i B'-t-A' ~ IZTT J' ~{*B'-t-A'\{iB'-t-A') 



ec. 

onde con un discorso simile al precedente si potrà provare che 
tra due di queste frazioni non può cadere una qualunque fra- 
zione—, il di cui denominatore n sia contenuto tra i denomi- 

71 



\ 
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tiatori di queste frazioni. E se le frazioni 
traggono dalla frazione — , si otterrà 



A H -t-A 
A ' B'+A' 



, ec. si sot- 



B_ 
B' ' 
B 



A 1 

~~a— ini' 

B-t-A 



B' 

R 



B+A’- 

zB-t-A 



(B-+A')B 
1 

W " a BWA —(*B'+AjIP 
ec. 

e quindi in simil guisa si dimostrerà, che tra la frazione — e 
A B 1 A 

ciascuna delle frazioni , jj r ^, > ec. non potrà cadere alcu- 
na frazione — , in cui il denominatore n sia minore del denomi- 

fi 

natore di quella frazione. Onde ciascuna di queste frazioni si 
accosterà al vero valore di X più di qualunque altra frazione, 
che fosse espressa in termini più semplici. Facilmente si vede, 
che quelle proprietà, che abbiamo dimostrato convenire alle 

appartengono egualmente a 



frazioni intermedie tra ^ e 

A C 

B D CE 

quelle che si possono inserire tra e ^ , tra — ed ^77, ec. 

Quindi può risolversi il problema seguente: data una fra- 
zione di termini molto grandi, trovare tutte le frazioni espres- 
se in numeri minori , le quali si avvicinino tanto al valore del- 
la frazione data , che non sia possibile l’accostarvisi di più, sen- 
za adoprare numeri maggiori . Si riduca la frazione proposta in 

ABC 

frazione continua , e da essa si formino le frazioni —7 , — , .-^.ec. 

A fi G 

l’ultima delle quali sarà la frazione proposta, e sarà sciolto il 
problema, perchè ciascuna di queste frazioni esprimerà più ac- 
curatamente il valore della proposta, che qualunque altra fra- 
zione composta di termini più semplici. Che se vorremo consi- 
derare separatamente le frazioni maggiori e le minori della pro- 
posta, inseriremo tra le frazioni precedenti tante frazioni inter- 
medie , quante potremo, ed avremo cosi due serie di frazioni 
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convergenti verso la proposta, lo une tutte minori, e le altre 
tutte maggiori della data, e le frazioni contenute in ciascuna di 
queste serie risolveranno egualmente il problema. 

Sia data per esempio la frazione decimale 3, r4i5ya, la 
quale esprime il rapporto della circonferenza del cerchio al di 
lui diametro, e sia proposto di trovare in numeri minori i rap- 
porti i più prossimi a questo. Si riduca la frazione decimale da- 
ta in frazione continua, e si troveranno i denominatori, 3, 7 , 

i 5 , 1 , ec. dai quali si formeranno le frazioni convergenti — , 



OM 355 

— — ec. ; che saranno alternativamente minori e mag- 

7 106 1 iA 

giori del vero rapporto della circonferenza al diametro, e ciascu- 
na delle quali si accosterà più a questo rapporto di qualunque 
altra frazione che sia concepita in termini più semplici. E se 
vogliamo separare le frazioni minori del vero rapporto dalle mag- 
giori , potremo inserirvi le convenienti frazioni intermedie, ed 
otterremo le due serie . 

1 35 107 179 aor Z 23 a4' F » 

4T , ló' , '5f’‘64'’"7^’’7Ìr’ 



3 a5 47 

7 ’ T ’ 75 

367 

4.1 — 

, ’ a ’ 3 



69 91 



aa 

389 

97 

i3 



3i 1 

99" 

16 



ec. 



1 13 

333 

, — r , ec. 

106 

19 33 355 

T ' Y ’ 773 

Le frazioni contenute nella prima serie si accostano al vero più 
di qualunque frazione minore del rapporto della periferia al dia- 
metro, e concepita in termini più semplici, e quelle della se- 
conda Serie son più prossime al vero rapporto di qualunque 
frazione maggiore di esso , ed espressa in termini più semplici . 

La prima idea delle frazioni continue si deve a Mylord 
Brouncker, il quale espresse con una di esse il rapporto del qua- 
drato circoscritto al cerchio all’area del medesimo. Alcune ri- 
cerche su questa specie di espressioni si trovano nelle opere di 
ÌVallis , ma Huygheru è il primo che abbia conosciute le prin- 
cipali proprietà delle frazioni continue, le quali abbiamo fin 
c^ui esposte. Passiamo adesso a vedere alcuni de’ vantaggi, che 
l’Algebra ha riportati dalla dottrina delle frazioni continue per 
opera del Sig. eie la Grange. 
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Nella prima Parte, allorché parlavamo dell’approssimazio- 
ne delle radici dell’ equazioni , ponevamo xz. ~p-*~ -y , y=q-*-— , 

y , ec. , ovep, q, r, s , ec. esprimevano i li- 



z=r-e- — , u=zs-*- 



miti interi delle incognite x, y, z, ec. Sarà dunque 



X =P+ , 

f-t- , 

r-t- 

r-4- ec. 

cioè le radici dell’ equazioni saranno in tal modo espresse per 

mezzo di una frazione continua . Quindi le frazioni 

„ » ? 7 

jì R C 

ec. (siccome equivalgono alle frazioni -j, , » -q, > ec. ) avran- 

no la proprietà di esprimere le radici dell’ equazioni tanto ac- 
curatamente, quanto si può non adoprando numeri maggiori; 
lo che ognun vede quanto accresca il pregio di quel metodo. 

Per ridurre in frazione continua le radici dell’ equazione 
del secondo grado Ax 1 -*~Bx-^Czzc , si deve fare il seguente 
calcolo , 

B 

B' = 2 A\ -t-B 
B"=:2A’à'+B i 
B"'=2A"à,"-*.B" 



A 


à <-*H^ 




%A 


A' - B "- D 




4 A 


%A 


a „_B"*-D 




4 A' 


a A" 


„,r _B"'*-D 




A 4^T 


a A" 



ec. 



ec. 



ove DzzB*—^AC, ed il segno < denota il numero intero pros- 
simamente minore della quantità che succede a questo segno ; 
e si avrà 
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I 

A'h 



i 

X". 



-l'"+ec. 

nella qual frazione continua abbiamo dimostrato, che ritorna- 
no i medesimi numeri con un certo periodo, ed essa si chiama 
perciò periodica. 

Siccome una equazione qualunque del secondo grado con- 
duce ad una frazione continua periodica, viceversa se avre- 
mo una frazione continua periodica, la quale vada all’ infini- 
to, potremo giungere all’equazione, dalla quale essa dipende, 
e quindi al valore della frazione . Sia data per esempio la fra- 
zione continua periodica oh — — f , la quale scorre all’in- 

b-t 

ÒH-ec. 

finito; è chiaro che ponendola =x avremo x—axzj -^ — - e 

quindi x* — (aa — ò)xh-o" — ab — 1=0, ed x= 2 . a — . 

Cosi pure se avremo la frazione continua x=oh- — 

**- , 
~T~l 



c-4-ec. 



sara 



ch-x — a 



bc-t-bx — ub-*-i ’ 



quindi 



a a — c 



l/(i»c a H-4ic) 



a b 



ch-x — a 

bx* — (a ab — bc)x-\-a 2 b — abc— c=o, ed 

80. 

Se ripigliamo P equazioni trovate di sopra per esprimere le 

ABC 

differenze tra la quantità X , e le frazioni —, , — , , ec. , a- 

A li C 

vremo 

Tom. /. 26 
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A-A'X=- -i-, 

*-"= «b 

f' r\< y 1 

^ C'X'"-t-b' 

D - D 'x=wxhà 

ec. 

ove apparisce che queste quantità sono alternativamente nega- 
tive e positive. E siccome i-*-bX"zzX' X" , i-+-cX'"zzX"X'" , 
j-*-dX" r =X'"X" r , ec.; sarà 
B’X"+A'=X'X” 

C'X'"-+-B‘=(cB , +A')X"’+B'z=(B'X"->-A')X'" 

D'X"'+€'=(dC+B')X ,v +C={C'X'"+B')X> v 

ec. 

e poiché X' , X” , JY'", ec. son maggiori dell’unità, le quantità 
X' , B'X"-*-A', CX'"-*-B' , ec. anderanno sempre crescendo. 
Quindi le quantità A — A'X, B — B'X, C — C'X , ec. , se si fa 
astrazione dal loro segno, cioè se si prendono tutte positivamen- 
te, anderanno continuamente diminuendo. 



Se il denominatore n della frazione — è contenuto tra due 

n 

ABC 

denominatori consecutivi delle frazioni -77 . -57 , 77- , ec. , cioè 

se è per esempio n>B' e <C' , sarà prescindendo dal segno 
m — nX>B — B'X , ed in conseguenza >C — C'X . Si ponga 

_ , r r , n , , BM-CN B'M—C’N 

Cn—CmzzzM, Brv—B m—X , sarà m= b <q_ [ ìC < . 

cioè , a motivo di B'C — BC— — 1 , rn=zC iV — BM , n=iC’N — B' M . 
Ora, poiché n<C' , le quantità M ed N dovranno avere il me. 
dosi :no segno. Ciò posto, sarà m-nX—N(C- C'X) M(B-B'X): 
ma M ed N hanno il medesimo segno, e B — B'X , C — C'X se- 
gno diverso; dunque le quantità N(C — C'X) e — M(B — B'X) 
avranno il medesimo segno, e quindi m — nX , che è eguale alla 
loro somma, sarà maggiore di ciascuna delle quantità B — B'X, 

e C — C'X . Pertanto se y è una delle frazioni convergenti ver- 
so il valore di X, la quantità p — , facendo astrazione dai 
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segni , avrà un valore più piccolo di quello che avrebbe , se in- 
vece di p e q vi si ponessero altri numeri minori . 

Sia adesso proposta la quantità 

Ax n -*-Bx n ~ 1 y-*-Cx n a y a .... -»-JVy n , 
ove A, B , C, ec. sono numeri interi, e si cerchi quali numeri 
interi si debbano prendere per x ed y , perchè questa quantità 
divenga la più piccola possibile. Se chiamiamo a, a , a , ec. le 
radici reali, e bzt:c[/' — i , ec. , le radici immaginarie della equa- 
zione 

Az n -t-Bz n 1 +Cz n - % .... +N= o , 
la forinola proposta si potrà porre sotto la forma 

A (x—ay)(x—a’y)(x—a"y) . . . [(x — by)*-*-c a y a ] .... 
e la questione si ridurrà a fare in modo, che il prodotto di que- 
sti fattori sia il più piccolo possibile. 

Se tutte le quantità a, a', a", ec . ec. sono del medesi- 

mo segno, per esempio tutte positive, cerchiamo primieramen- 
te di trasformare la formola data in un’altra 

A(x'-ey)(x'-e'y)(x'-e"y) . . . [(*'-/y) a -w a .v\l . ... 
ove le quantità e, e', ec./, ec. non siano tutte positive. Sia A 
un numero intero positivo minore di alcune radici, per esempio 
di a e di a', e maggiore di tutte le altre, e si faccia x=x'-t-Aj, 
la formola data diventerà 



A(x'-*-k — a.y)(x'-t-k — a'.y)(x'-*-A — a".y)... [(.r'-s-A — A.y)»-4-c a y a ]... 
ove le quantità a — A, a ' — A sono positive, a” — A, ec. , l — A, ec, 
sono negative, e quindi abbiamo ottenuto l’intento. 

Questa soluzione riesce sempre, fuorché nel solo caRO, in 
cui tutte le quantità a, a' , ec. , b , ec. cadono tra due numeri 
interi consecutivi; ma allora potrà usarsi il metodo seguente. 

Siano le frazioni ^ , 4-, una maggiore, l’altra minore di una 



qualunque radice, per esempio di a, ma talmente prossime ad 
essa, che siano ambedue minori di tutte le radici più grandi di 
o, e maggiori di tutte le altre più piccole di a , lo che è sempre 
possibile , e si faccia x^ttx'-i-fìf , . Sarà 



, p'r — @y , av— a'.r 

X ^ cip' — a'p 



r — —r, r j ; ma acciò ai valori interi di x e di 

ap — a p 



y corrispondano sempre numeri interi per x' ed y', converrà 
che sia aft ' — alla qual condizione soddisfaremo prcn- 
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dendo per , jp due frazioni consecutive convergenti verso a . 
Posto ciò , se facciamo 

A'=zA(a—a'a)(a-a'a')(a—a'a'') («—«'A)» .... 

la nostra forinola diventerà 

fj f}t fi Q t 1 

ove la sola quantità - — — è negativa , e le altre tutte - — , 

* a — a'a 0 a — a a 

O Qt£ 

ec. ^ , ec. sono positive . Questo metodo è generale per tut- 

ti i casi , e per mezzo di esso' la data formola potrà sempre tra- 
sformarsi nella seguente 

A'{x'—ey')(x'-*-e'y)(x'-*-e"y ) ... [(*'-*-//)» -e-g 3 y , 

jTi 1 

ove le quantità e, e', ec./,ec. sono tutte positive , ed è x' — ey'zz ■ 

x + e y=z=à? t — , ec. 

Premessi questi principi cerchiamo adesso il più piccolo 
valore, che la nostra formola può ricevere in numeri interi. Sia 
essa in primo luogo del secondo grado , e risoluta ne* suoi fattori 
ci presenterà da considerare le tre forme seguenti 
A[(x — iyj’-t-c’y 8 ] 

A(x — ay)(x-*-a.'y) 

A{x — ay)(x — a'y) 

secondo che i di lei fattori sono immaginari, o essendo reali 
hanno il medesimo segno o segni diversi. 

Incominciando dalla prima siano p e q i valori di x e di y 
nel caso del minimo, la quantità (p—bq) 2 -*-c 3 q 2 sarà tale, che 
posti in luogo di p e q de’ numeri differenti, almeno fino ad un 
e rto segno, essa acquisterà un valore maggiore. Ma se in luogo 
di p e di q porremo numeri minori, il termine c*q 1 riescirà mi- 
nore; dunque converrà che divenga in tal caso maggiore la 

quantità p—bq . Ciò posto io dico, che £ sarà una frazione con- 
vergente verso b\ poiché se non lo fosse, siano — , —quelle tali 

frazioni convergenti consecutive, nelle quali s è >q , ed n<q , 
e facendo astrazione dai segni avremo m — bn<p—bq\ dunque 
(p—bq) 2 -*-c 2 q 2 non sarebbe un minimo contro l’ipotesi. 
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Nel secondo caso, se x ed y hanno il medesimo segno , al- 
lorché la forinola è minima, il fattore x-^-a'y sarà sempre mino- 
re , quando ad x ed y si danno valori più piccoli, e perciò dovrà 
essere in tal caso un minimo il fattore x — ay \ e quindi col di- 
scorso usato nel primo caso si proverà, che y sarà una frazione 
convergente verso a. Si vede egualmente, che quando x ed y 
hanno segni diversi sarà nel caso del minimo — j- una frazione 
convergente verso a' . 

Si trasformi la terza formola nella seguente 
A'(x — ey')(x'-t-e'y ') , 

ed apparirà che, se nel caso del minimo x' ed y hanno il mede- 
simo segno, sarà un minimo il fattore x ' — ey — - — 7 -, cioè a 
motivo di a— a'a costante, sarà un minimo il fattore x — ay , e 
quindi — sarà una frazione convergente verso a ■ Se poi x' ed y‘ 

hanno segni diversi, sarà un minimo il fattore x' y'—-~—f-„ 
cioè il fattore x — a j, e perciò — sarà una frazione convergen- 
te verso a! . Dunque nel caso del minimo — sarà una frazione 

y 

convergente verso a o verso a' . 

Passiamo alla formola del terzo grado 
Ax > -*-Bx 1 y-t-Cxy 2 -+-Dy * , 

e consideriamo le tre diverse forme, che risoluta ne’ suoi fattori 
può prendere 

A(x — ay)(x — a' y){x-*-a" y) 

A (*— ay)(x—a'y)(x— a"y) 

A(x — ay)[(x — Ay) a -+-c a y a ] 

ove si omettono le altre, perchè o si riducono a queste presa j 
negativa, o non presentano difficoltà. 

Riguardo alla prima , se nel caso del minimo x ed y hanno 
il medesimo segno, sarà un minimo la quantità (x— «j)(x a'y), 

e quindi , per ciò che abbiamo dimostrato di sopra, — sarà una 

frazione convergente verso a o verso a' . Se x ed y hanno segni 
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diversi, saia un minimo il fattore x-* -a"y, e quindi—^ sarà 

una frazione convergente verso a” . 

La seconda formola si trasformi nella seguente 

A'(x'—ey'){x'-t-e'y')(x'-+-e"y')\ 

onde apparisce che, se x' ed y' hanno il medesimo segno, è un 

3C 

minimo il fattore x' — ey ' , cioè x— ay, ed — è una frazione con- 
vergente verso a. Se poi x ' ed y' hanno segni diversi, sarà un 
minimo la quantità (x'-*-e'y')(x'-t~e"y ') , cioè (x — a'y)(x — a"y ) , e 



perciò — sarà una frazione convergente verso a' o verso a". 

Finalmente la terza formola diventa 

A'(x'—ey')Ux'-t-fy') a ^»y a ] , 

e se nel caso del minimo x f ed y' hanno il medesimo segno, si 
vede che dovrà esser minima la quantità x' — ey' , cioè x — ay, se 
poi x' ed y’ hanno segni diversi, sarà un minimo la quantità 

(x'-+-fy') a ~*-g 2 y 2 , o sia la quantità (x — by) 2 -*-c 2 y a . Onde ^ sarà 

una frazione convergente verso a o verso b . 

Continuando il medesimo ragionamento vedremo in gene- 
rale, che la funzione 



. n r* n — 1 r\ n — 2 a 

Ax y-*-Cx y 



J.T- li 



otterrà il più piccolo valore in numeri interi, quando — sarà 

una frazione convergente verso'le radici reali, o verso le parti 
reali delle radici immaginarie della equazione 

Az n -*-Bz n ~~‘ l -*~Cz n a . . . . -t-Nrzo , 
avvertendo che si dovrà prendere x ed y col medesimo segno, o 
con segni diversi, secondo che le corrispondenti radici reali, o 
le parti reali delle radici immaginarie saranno positive, o nega- 
tive. 

8i. 



Facciamo J’applieazione di questa teoria alle forinole del 
secondo grado, e sia proposto di trovare il minimo valore della 
funzione 



Ax 2 -*-Bxy-*-Cy 2 . 
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Le radici dell’equazione Az 2 -*-Bz-*-Czz o sono espresse dalla for- 
mula 4^0 , ove convien distinguere tre casi . Pri- 

zA 

«neramente se B a — 4 AC è un numero quadrato, le radici saran- 
no razionali, e la formula Apt-t-Bpq-i-Cq* diventerà =o, se 

prenderemo ^ eguale all* una o all'altra di queste radici , e quin- 
di zero sarà il più piccolo valore di essa. In secondo luogo se 
B*—^AC è una quantità negativa, le radici saranno immagi- 
narie; e perciò convertiremo in frazion continua la quantità 

— — prendendola positivamente, e trovate le frazioni conver- 
genti verso di essa prenderemo per/i i numeratori e per q i de- 
nominatori di queste frazioni, avvertendo di darea/i e q i mede- 

simi segni o segni diversi , secondo che sarà - — positiva o nega- 
tiva. E quella supposizione, dieci darà il più piccolo valore 
della formula proposta, ci somministierà il minimo cercato. 

In terzo luogo se B' d — 4 AC è una quantità positiva non 
quadrata, bisognerà convertire in frazion continua la formula 

-p H-ti/ifl* — +AC) ... , , . 

_ Z — — - , ove il doppio segno ± si prenderà in mo- 

do che questa quantità riesca positiva. Ad ottener ciò bisognerà 
eseguire il seguente calcolo, ove LfczB* — \ AC, (60) 



=pfl 


.A 


1 






2 A 


B’—iAX^B 


a'-^-d 






4 A 


a A' 


B"=2A'*'+B' 


j„_B">-n 


-B-n/n 




4 A' 


2 A” 


ec. 


ec. 


ec. 


finché ai giunga ad 


avere A^ n ~*~^ ~A^ 


, e B^=B^l , es- 


sondo fi pari , perchè poi ritorneranno i 1 


medesimi numeri’, e la 


frazione richiesta sarà X-\-~ — 


Si cerchino le frazioni 


, 


A'h 






A'Vec. • 





l 
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, jj; , — ; , ec convergenti verso questa frazione continua , ed 

i loro numeratori si prendano per x, i denominatori per y, e si 
dia a queste quantità il medesimo segno o segno diverso , secon- 
do che la quantità q:B avrà il segno superiore o l’inferiore. 
Quei valori di x ed y, che daranno il più piccolo valore della 
formula proposta, risolveranno il problema. Ma per verificar 
ciò non occorre fare un nuovo calcolo; poiché le quantità A ‘ , 
A " , ec. esprimono il valore della funzione data, allorché vi si 
pone a, /?, ec. in luogo di x, ed o', /?',ec. in luogo di y. Infat- 
ti abbiamo veduto di sopra (60), che le quantità A ' , A" , ec. si 
esprimono nel modo seguente. 

A' =AÀ» -e/U -eC 
A" zzA'i'* +B’X +A 
A'"=A"À"‘+B"À"-t-A' 
ec. 

E se facciamo , z'=U' i ec. , dalla equa- 

zione Az 3 -*-Bz-t-C—o ne nascono le trasformate 
A' z' » -*-B' *' +A =0 
A"z”‘ -*-B"z" +A =0 

/v i +ir« , " + i , =o 



ec. 



Dal che apparisce che A' è ciò che diventa la quantità 
Az 2 -t-Bz-t-C , se vi si pone s=:^; A" ciò che diventa la quantità 
A'z' a -*-B'z'-*-A , se vi si ponez'=T, o sia ciò che diventa la 

* • 1 Q 

quantità Az 3 -*-B&*-C , se vi si pone — ~ —■ , e si tolgono 

poi le frazioni; A'" è ciò che diventa la quantità 
A"z" 3 -*-B"z"-+-A' se vi si pone z'zzX" , o sia ciò che diventa la 

quantità Az*-+-Bz-\-C se vi si pone zzzÀ-t — — , e si tolgono 

T' 






poi le. frazioni, e così in seguito. Sarà dunque 
A' =rj 4 a*-+-l?aa , -f-Ca' a 
A"=AP*-i-BW+Cp' a 
A"'=.Ay a -*-B rr '- 
. ec. 
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cioè le quantità A' , A", A’", ec. esprimono i valori della fun- 
zione Ax ì -^-Bxy-*-Cy a , allorché in luogo di a: e di y vi si pon- 
gono i numeratori ed i denominatori delle frazioni^, -p ,ec. 

Pertanto il più piccolo numero contenuto nella serie A , A A ”, 
ec. sarà il minimo cercato. 

Esempio I. 



Si debba cercare il più piccolo valore della quantità 

7X a -*-22xy-+-aoy a . 

Avremo A—i , 13 = 22 , C=20, e J 3 “— 4 AC=— 76 cioè negativa, 
quindi dovremo ridurre in frazion continua la quantità 

— — — . Operando sulla frazione — troveremo i denomina- 
si 7 1 7 . . 

tori 1, 1, 1, 3, e quindi dedurremo le frazioni convergenti 

i. f — f L t IL, e siccome — — è una quantità negativa, dovre- 

ino tentare per x i numeri 1 , 2, 3 , 11 , e per y i numeri — 1, 
_j , — a, e Ciò posto se esprimiamo con la lettera X la 



funzione proposta 


troveremo 




X 


y 


X 


1 


0 


7 


1 


— 1 


5 


a 


— 1 


4 


3 


— a 


1 1 


1 1 


~7 


i 33 . 


Quindi il più piccolo valore di X è 4 > e 


questo risulta dai 


lori x=a, y= — 1 . 


Esempio li. 





Sia proposto di trovare in numeri interi il più piccolo valo- 
re delia quantità 

8x a — 1 17xy-t-4a6y* . 

Avremo A=H, B——i 17, (/(B a — ZyAC)=\/ D-=\/ ^ , e siccome 
D è positiva dovremo convertire in frazion continua la quanti- 
tà ^ 112 ^^— 12 . , e acciò questa sia positiva, prenderemo 117 
16 

sempre col segno superiore, e 1/57 coll’uno o coll’altro segno, 
Tom. /. 27 
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Prendendo primieramente \/bi col segno positivo facciamo il 
calcolo seguente . 



B =-117, 




=8, X 


IO 


IV —i la- 1 17=-5, 


.4' 


— a5 5 7 — , 


- 5-1/57 


33 


—2 


B" =—a—5= — 7 , 




— 49— 5 7_ , i" 


< 7-H/5 7 _ 3 




-4 


4 


B" =13-7=5, 


yf'" 


— a5 57 — x i<» 


^-5-1/57 




8 4 ’ 


-8 


B ,y =— 8-+-5=— 3, 


/P K 


— 9— 5 7_ , 1IK 


^ a^l/57 — 




— IO 


0 


il’’ = 6— 3=3, 


A v 


_ 9-5?_ , 


^.-3-1/57 




ìa 


— » 



13 — » 

B rt — — 8-*-3=— 5 , A r ' - a5 ~! l = a , x ri <_J^2l==3 

— io 4 

B v "= 13-5=7, ^"=l2zIZ = _,, x''n < -7-Vh- 1 

o —a 

B r,n — — 1 4-*~7= — 7 > A v,,, =^^l- a , 



w« ir *7/r .i» 

Qui possiamo fermarci , perchè abbiamo 2» , ed A . — A , 

e siamo sicuri, che ritorneranno i medesimi numeri di prima 
col medesimo ordine. 

Adesso prendendo \/hi col segno negativo facciamo come 
segue : 
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All 



B 


II 

1 

rsj 

%* 


A 


B' 


=96—1 1 — ai 


,A' 


B” 


=24— a t= 3 . 


A” 


B"' 


— — to-t- 3 = — 7 , 


A'" 


B ,v 


= ta— 7 = 5 , 


A ,v 


B v 


— — 8 5 =— 3 , 


A v 



=8, 




^.,17-i / 5 7 _ r . 




ito 


_ 44 «- 5 7 _ 


V 


^ 21-H/57 — 


32 ’ 

_ 9— 5 7 


X" 


24 


4 « ’ 

_ 4 o- 5 7 _ „ 


x' n 


— 2 

< 7^7-3 


-4 ’ 

— a 5 5 7 


x lr 


4 

< - 3 -,/ 3 7 _ [ 


8 4 ’ 




—ti 


_ 9 — 57 — 1 


x r 


3 -H /37 — 


-16 




' 6 



B y < = 6 — 3 = 3 , A VÌ =_ 2 l±I = - 4 , X rt <_ 

12 — 8 

B K,, = — 8 -*- 3 =— 5 , = a5 ~ 5 -Z= a, ^''<-^±-iL =3 

— 16 4 



B ""=<2-5=7 , A y '"=%E±L=-i , ^«<-x£5z =7 

‘ o — a 

B-""=-i4- t - 7 =_ 7 ,^^»' = é2Z^I =: a , 

' “4 

ed arrestiamoci qui, pprchè B v ""—B"\ ed A yir " — A'" . 

Se osserviamo i valori de’ termini A , A' , ec. trovati ne’due 
casi, vedremo che il più piccolo di essi è — i , il quale nella pri- 
ma serie è il valore di A' , e nella seconda quello di A" . Quindi 
— i è il più piccolo valore della funzione proposta, e per trova- 
re i valori corrispondenti di x e di y prenderemo nel primo caso 
il numero X, cioè j, e ne formeremo la frazione convergente 



7 

i 



, la quale corrisponde ad A' , ed i valori cercati saranno x= 7 . 



y=i . Nel secondo caso prenderemo i numeri X, X', cioè 6, i , c 
formandone le frazioni convergenti l’ultima delle quali 



corrisponde ad A" ne dedurremo x= 7 , y=i. In questo esempio 
ambedue le serie ci hanno dati i medesimi valori di x e di y , 
ma questi per lo più saranno diversi. 

1 valori trovati di x e di y nel caso del minimo sono i più 
piccoli possibili , ma se ne potranno trovare infiniti altri sem- 
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pre più grandi. Infatti nell'ima e nell’altra serie dei numeri 
A, A ' , A", ec. il termine — i ritorna sempre dopo sei termini. 
Onde spingendo più avanti le frazioni convergenti , potremo 

prendere per — quelle che corrispondono nel primo caso ad 

A 1 11 , A XI11 , ec. e nel secondo ad A FI11 ,A XI,r , ec. Si può an- 
cora trovare una formula generale, la quale comprenda tutti 
questi valori di a? e di y. Chi ne fosse curioso, potrà vederla 
nelle Memorie di Berlino dell’ anno 1768. a pag. ia 3 . Se fosse 
stato richiesto il più piccolo valore positivo, che può prendere 
la nostra formula, questo valore sarebbe =3, il quale corri- 
sponde nella prima serie ad A" , e nella seconda ad A'" . 

82. 

Da questi principj il Sig. de la Grange ha dedotta la riso- 
luzione in numeri interi dell’equazione Ax^-y-B—y 2 . S inco- 
minci dal riflettere, che se x e B hanno ùn fattore comune a, 
anche y conterrà il medesimo fattore , e quindi B~y 2 — Ax » do- 
vrà esser divisibile per a 2 . Onde se B non contiene alcun fat- 
tore quadrato, x e B dovranno esser tra loro numeri primi. Ma 
se B contiene un solo fattor quadrato a 2 , x potrà esser primo 
con B, o contenere il fattore a. Nel primo caso risolveremo 
l’equazione y 2 — Ax 2 —B supponendo x e B primi tra loro, nel 

secondo risolveremo l’equazione y % —Ax 2 —— ponendo x e — 

numeri tra loro primi, e poi moltiplicheremo i valori di x e di 
y per a. Se B conterrà due fattori quadrati a* e 4 ’, converrà 
prima risolvere l’equazione y 2 —Ax 2 —B nella ipotesi di x e B 

tra loro primi, poi l’equazione y 2 — Ax 2 — — nella supposizio- 

B * 

ne che x e — siano primi , e finalmente l’equazione 
a 2 

y» — Ax' 1 —-— nella ipotesi di x e primi tra loro. I valori di 

,r e di y ottenuti nel secondo e nel terzo caso si moltiplicheran- 
no poi respettivamente per a, o per b. E cosi in seguito. 

In tutti questi casi adunque l'equazione si ridurrà alla for- 
ma y 2 —Ax 2 =iB, ove x e B sono tra loro numeri primi , e con- 
verrà che y a — Ax 2 sia divisibile per B. Si faccia (b\)y~nx—Bz, 
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e l’equazione data diventerà (n a — A)x a — a nBxz-+-B a z ì —B -, e 
siccome x è primo con B , dovrà essere n 3 — A divisibile per B . 

Si cerchi un numero n tale che sia " — ' ■■■ eguale ad un numero 

intero C , e si avrà l’equazione 

Cx 3 — xnxz-*-Bz 3 zzi , 

ove per n si potranno prendere tanto positivamente che negati- 

H , , n » — A 

vamente tutti quei numeri <— che rendono — g — un nu- 

mero intero , omessi quei valori di fi, che sono >~- (64) . Senon 

si trovasse alcun valore di n, che avesse queste condizioni, bi- 
sognerebbe concludere che l’equazione y 3 — Ax*—B non è riso- 
lubile in numeri interi . Ma se troviamo uno o più valori sod- 
disfacienti di n, gli considereremo successivamente uno dopo 
l’altro, e faremo il discorso seguente : 

Siccome le quantità C , n, B , x e z sono numeri interi , la 
formula Cx a — xnxz-t-Bz 3 sarà sempre un numero intero, e 
l’ unità sarà perciò il più piccolo valore positivo che essa possa 
avere, se pure non potesse diventar zero, il qual caso per ora 
escludiamo, perchè ne parleremo poi separatamente. Si cerchi 
adunque col metodo precedente il più piccolo valore che possa 
ricevere questa formula, e se esso si trova eguale all’unità, 
avremo la risoluzione dell’equazione Cx a — xnxz-*-Bz 3 — 1 , cioè 
della proposta Ax' J -+-B—y 3 : se no, siamo certi che essa non è 
risolubile in numeri interi. Convien pertanto distinguere due 
casi , secondo che la quantità 4 n 3 — \BC , zz\A sarà positiva o ne- 
gativa . 

Se A è una quantità negativa, si convertirà la frazione 7? 

c 

presa positivamente in frazion continua, e formatene le frazio- 
ni convergenti verso di essa si prenderanno i numeratori per x 
ed i denominatori per z, e quelle supposizioni che rendono la 
formula Cx 2 -2.nxz-*-Bz 3 eguale all’unità, risolveranno il pro- 
blema. Onde apparisce che il numero delle soluzioni sarà in 
questo caso sempre limitato. 

Se A è una quantità positiva, poiché DzzJ^A, prenderemo 
i' segni di n e di \/ A in modo che la quantità diventi 

• • _ c 

positiva , poi faremo il calcolo seguente: 
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—n. 


c, 


X <~ n± l /A 






C 


n'—\C — n , 


C _n’*-A 


X'^- n ’*\ /A 




C 


C 


n"=\'C-*-n', 


c a 


y^-n'^/A 

C" 



ec. * ec. ec. 

finché ritornino insieme due termini corrispondenti nella prima 
e nella seconda serie. E se nella seconda serie troviamo alcuna 
delle quantità C, C', ec. eguale all’unità, avremo altrettante 
soluzioni della proposta; se nò essa non sarà risolubile in nu- 
meri interi. Per avere i valori di x e di z si formeranno le fra- 



zioni convergenti verso la frazion continua X-t „ 

° , r > 

x'-t 

X"-*- ec. 

la frazione corrispondente a quella delle quantità C, C, ec., 
che è eguale all’unità, ci darà nel numeratore il valore di x e 
nel denominatore quello di z. 

Se A fosse un quadrato — a* .avremmo il caso, in cui la 
formula Cx i — anxz-f-fiz 3 può divenire zero , perchè può risol- 
versi in due fattori razionali . Infatti questa formula è eguale a 
(Ct> — nz) a — Az* . . . 

^ , la quale nel caso di Arzuz a si può mettere sot- 
to la forma ^ eggendo 

c 



- — — —~B, dovrà essere il prodotto (n~t-a)(n — a) 

divisibile per C, e quindi se C si risolve in due fattori b e c, 
dovrà essere uno dei numeri n— a divisibile per b, e l’al- 

tro per e. Sia dunque n-t-azzfb, n — arzgc , ove f e g sono nume- 
ri interi, e i due fattori della quantità Cx^—znxz-t-Bz* saranno 
csc±.fz , bx±gz-, e dovendo questi esser numeri interi, bisogna 
che ciascuno di essi sia =±i . Si faccia pertanto cxr±fz—-3n , 
borir gz — ; ± i , e da quest’ equazioni si deducano i valori di x e z ; 
i quali se riesciranno interi, ci daranno la soluzione bramata, 
se nò la proposta non sarà solubile in numeri interi . 

Ma nel caso di A— a* si può il problema risolvere più fa- 
cilmente nel modo seguente . Siccome l’equazione y» — a 3 x a =zB 
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si può mettere sotto la forma (y-*^ix)(y — ax)—B, se chiamiamo 
b e c i due fattori di B, avremo y-*-ax-=z±b , y — aamzfcc; e da 
quest’ equazioni si dovranno dedurre i valori di x cd y , i qua- 
li, se saranno interi, risolveranno il problema. 

Esempio I. 

Si debba risolvere in numeri interi l'equazione y a -+-'ix a =.\ 24. 
Siccome 124 contiene il fattore 4 che è un quadrato , do- 
vremo prima risolvere l’equazione y 9 -*- 3 x a =:i 24 considerando 
.re 1 24 come primi tra loro, poi l’equazione y a -t- 3 .r J =z 3 i ri- 
guardando x e 3 i come numeri tra loro primi. Cerco primiera- 
mente il numero n tale, che sia n *-*-3 divisibile per 124, e tro- 
vo per n i numeri 11 e Si, che sono i soli tra i minori di > 

che soddisfacciano. Facendo dunque ymiix — 124* ottengo 
l’equazioue 

x a — 22xz-»-i24z 9 =:i , 

e siccome A è negativa, i valori di x e z non potranno che es- 
sere eguali respettivanieute ai numeratori ed ai denomiuutori 

delle frazioni — , e — : la prima supposizione soltanto mi ren- 
de la formula x a — 22iz-*-i24z* eguale all’unità; onde deduco 
la soluzione ami , e zzz o, cioè 1=1 , ed ym 1 1 . 

Se prendo l’altro valore di n, e faccio y= 5 ix — 1242, ho 
l’equazione 

aix 8 — io2xz-t-ia4z a =i . 

Risolvo in frazion continua la quantità — miZ. e trovo le fra- 

fi 21 7 

zioni convergenti verso di essa - , - , il , i numeratori ed i 

1 a 7 

denominatori delle quali devo tentare reapettivainente in luogo 
di x e di z . Ora indicando per X la quantità 2ix a — i02rz4*i 24 -z * 
io trovo 



x 

1 

2 

S 

J 7 



z 

0 

1 

2 



X 

21 

4 

1 



7 7 7 

dunque ho una nuova soluzione ponendo .r=5 *2=2, cioè x=f, 

r=? • 
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Adesso per risolvere l’equazione y a -+- 3 r a = 3 i , cerco uh 
numero n tale, che sia /i a -»-3 divisibile per 3 i , e trovo rc=i i , 

e questo è il solo valore soddisfaciente di n, che sia < — . Pon- 
go yzzi ix — 3 iz, ed ottengo l’equazione 
4~r a — 222-z-*-3iz a =i . 



Riduco in frazion continua la frazione — , e trovate le fra- 

. . a 3 li ... 

Zioni convergenti — , — , — , pongo di esse i numeratori per x, 

i denominatori per z, e denotando per X la quantità 
4x a — 22 xz-t- 3 iz a ritrovo 

x z X 

104 

2 1 3 

3 i 1 

11 4 12, 

ed ho una soluzione dell’equazione y a -*- 3 ar a = 3 i facendo 2=3 ,. 
z=i , cioè 2=3, y=2. Questi valori di x e di y soddisfaranno 
alla proposta se gli moltiplicherò per 2, e fatto ciò diverranno 
2=6, y= 4 - Onde la proposta ammette in numeri interi tre so- 
luzioni , che sono 2=1 , 5 , 6 , e rispettivamente y=i 1,7,4- 

Esempio II. 



Sia proposto di risolvere in numeri interi l’equazione 
y a — 2 a = 63 , ove A è un quadrato . 

Il numero 63 può essere il prodotto di due fattori in tre 
maniere, le quali ci danno 63 = 63 . 1=21 .3=9.7 • Dalla prima 
combinazione ricaviamo y-s- 2 = 63 , y— 2=1 , cioèy= 32 , 2 = 3 1 , 
dalla seconda y-f-x=2 1 , y— a= 3 , cioè y= 12, *=9, e dalla ter- 
za y-t -2=q, y — 2=7 , cioè y=8, 2=1. E queste sono le soluzio- 
ni dell’equazione proposta. 

Esempio III. 



Si debbano trovare le soluzioni in numeri interi dell’equa- 
zione y a — l 3 zr a =IOl . 

Cerco primieramente il numero ti tale, che sia n a — 13 di- 
visibile per 101 ; trovo re= 35 , e questo è il solo valore soddisfa- 
ciente di n , che sia < — . Faccio perciò y=35.r— ioiz, cd ot- 
tengo l’equazione 

I 22 a — -70XS-t-I0IZ a =l . 
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Siccome A è positiva, convien convertire in frazione continua 
la quantità , la quale perchè riesca positiva bisogna 



la 



prender sempre il segno superiore di 35, e 1’ uno o l’altro segno 
di |/i3. Prendo in primo luogo ^/i3 positivamente, e fò il cal- 
colo seguente : 

7 » =-35, C =ia, ^ < 35 -h/j£= 3 , 

12 

ri =36-35=i, C' = — . ‘A=- i, X' < ~ 1 ^ /i3 = 4, 

»a — i 

ri' =— 4-e-i=— 3 , C" =2lli-= 4, r , 

— 1 4 

=4-3=i, C m =-^Ì=-3, /T" <~?..TKJÌ-t , 

4 —3 

n ,K = — 3-t-i= — a, C" =^^-= 3, , 

n K =3— a= i , C' =-^-=—4, A r <HLd^i2=r, 

n vr — — 4-t-i— —3 , C rr =-?— ^-= r. A”' < - J b l / l3 =6, 

—4 i 

n v/r =6— 3=3, C v " =-2HL- = _4 ; ^>-f/ <~ 3 ZK' i3 =:i , 

1 —4 

n m, =— 4-*-3=— i , C""=-^-= 3 , , 

—4 o 

n r«ri= 3 — 1 = 2 , C y,l "= 4 ~ r =-3 ,A t ' ,/ "<=^=^=r , 

o — o 

_.T _ , — l3 , ,X _ t-H/«3_ 

fi •—•“3^*2— “*i f v» — j — i| ) A 1 " / ■ ■ " — — x f 

» 4 

^ * -1 et 

_XI 



=t-, =3, c" , ,,*'<=2=^=6 , 



1— r3 



=— 6-t-3=— 3 , C =- L _~— = 4, 



e qui mi fermo , perchè n ;r// =/i", e C T// =C". Siccome nella 

serie delle quantità C, C ' , C”, ec. si trova C FJ =i , l’equazio- 
ne proposta sarà risolubile , e per avere i valori dii e r con- 
Tom. I. 
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verrà cercare le frazioni convergenti verso la frazione conti- 

3 i3 16 

4 + — ‘ 4 

1-4-ec. 

La sesta di esse corrisponde a C y ; dunque avremo ar= 74 , 
z — 23 , ed j= 35 - 74 — 23.101=267. 

Prendendo adesso [/ iZ col segno negativo io trovo 

n =-35, C =12, X *- 3r, -i/ ,3 —n 

12 

n' =24-33=- ir, C =! 2I ~ i3 = 9 , X' <— 7l /lS -1 , 

1 2 9 

n" =9— n =-2, C" -. 4 ~ l3 --i, A" <— 2 Z\Ù}—i , 

9 -• 

n"' = — 1 — 2= — 3, C'" = 9 ~ lS — 4, X"' <_J±k£iÌ=i , 

— 1 4 

n'*' =4-3=1, C' r =— ~' . 3 =— 3, X' v <~L~kl!:! = t 



=— 3 - 4 - 1 =— 2 , = 



4 — » 3 



3, X v <- 



—3 
2-H/"' 3 

3 



n v( — 3—2 — 1 , 



—3 

C r > = i^ii = _4, X VI < - 1 ~ t ^ i=. 



I » 



3 ■' -4 

n*'”=-4-4-i=-3, C""=-2=-p= i,4 r »< S '^ - 3 =6, 



C VI " 



n K '"=6 — 3=3 , 
n yn"~ — 4 - 4 - 3 = — 1 , C *'""=- 



=-2=Ii=_4 , = 1 , 

-H/‘3_ r 

-3 — 1 » 



I 

■^~= 3 ,X y,n, <- 1 



n —3— 1=2, 





4—1 3 




v. - 3 - »» - 


C*': 


i — 13 


A Ì XI 


— 3 


4 . * • 




9—1 3 


. x XIf . 


t- 


~ 4 


— I, A 



n X// =4-i=3, 

* T/ "=-6*-3=-3 , C— =^-= 4, 



— 2— |/ 1 3 

, /< _ L ^ I 3 = i j 

=6 , 
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e qui mi arresto, perchè n XIII =n"', e C XIII —C". E poiché 

C ril —i , avremo un’altra soluzione della proposta, eia settima 
delle frazioni convergenti verso la frazione continua 

a_i L- , cioè , che corrisponde a C VI1 , ci darà 

f 1 *> 

1 -+- 

i-f-ec. 

x=34, z=i3, ed y=35.34“-i3.ioi=— ia3 . 

I valori che abbiamo trovati per x e z sono i più piccoli 
che risolvano l’equazione iax a — 70 xz-s-ioiz*=i ; ma vi sono 
infiniti altri valori che egualmente la risolvono. Questi si tro- 
veranno successivamente , se si continueranno le serie delle 
quantità C, C' ec. A, A', ec. ottenute nell’uno e nell’ altro ca- 
so; perchè nella prima serie ritornerà continuamente un termi- 
ne eguale all’unità, il quale ci darà sempre delle nuove solu- 
zioni. Si possono ancora trovare delle formule generali, che 
comprendano tutti questi infiniti valori di x e di z. La ricerca 
di tali formule ci condurrebbe troppo in lungo: chi le desidera, 
potrà trovarle nelle Memorie di Berlino dell’anno 1767 > e * 768 , 
e nel secondo Tomo degli Elementi d’ Algebra del Sig. Euler ; 
ai quali libri per brevità rimandiamo i nostri leggitori , che de- 
siderano una più ampia istruzione su ciò, che riguarda i proble- 
mi indeterminati . 

CAPITOLO VII. 

Delle linee curve in generale . 

83. 

Siccome una retta indefinita RS (Fig. 7 ) comprende in se qua- 
lunque valore determinato, essa potrà rappresentare una varia- 
bile x . Preso il punto A per principio della retta , la porzione 
determinata AP esprimerà un valore determinato di x: così il 
punto P cadendo in A, la distanza AP darà il valore di x=o; 
crescendo poi AP rappresenterà tutti i valori determinati di x. 
Queste distanze AP si sogliono chiamare ascisse, e siccome la 
retta RS si estende da una parte e dall’altra del punto A , così 
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da ambo le parti si potranno prendere le ascisse AP . Ma se pon- 
ghiamo i valori positivi alla destra del punto A , le ascisse Ap' 
prese dalla parte sinistra esprimeranno i valori negativi. Infatti 
ee, chiamando RAzza, prendiamo il punto R per principio dei 
valori di una nuova variabile x , è chiaro che otterremo il me» 
desimo punto P della retta, o ponendo x’=a-i-x, se è data 
xziAP , o xzzc' — a, se è data x'zzRP . Ma se x' è positiva e <a, 
il valore di x sarà negativo , e siccome l'estremità p’ dell’ascis- 
sa Rp' cadrà in tal caso alla sinistra del punto A , così il valore 
negativo di x dovrà prendersi dalla parte sinistra del punto A . 
E del tutto arbitrario il prendere una parte o l’altra per i valo- 
ri positivi, ma fissata questa una volta, i valori negativi saran- 
no contenuti nella parte opposta. 

Vediamo adesso, come si possa esprimere geometricamente 
qualunque funzione della variabile x. Sia y questa funzione di 
x , e siccome per qualunque dato valore di x la funzione y acqui- 
sta un valore determinato, presa (Fig. 8) la retta RS per rappre- 
sentare i valori di x, a qualunque ascissa determinata AP si 
applichi in P perpendicolarmente la retta PM eguale al valore 
corrispondente di y, e se egli è positivo si prenda PM sopra la 
retta RS, se è negativo si prenda PM al di sotto . La figura rap- 
presenta una funzione tale di x , che posta x=o , il valore di y 
è positivo ed —AB\ posta xzzAP, diventa yzzPM , se .r —AD, 
è yzzo, e se xzzAP' , la funzione y acquista un valore negativo, 
onde l’applicata PM' cade al disotto della retta RS . Similmen- 
te per i valori negativi di x, all’ascissa AP" corrisponde l’ap- 
plicata P'M" positiva, ad xzz—AE corrisponde y=ro, all’ascis- 
sa AP"' corrisponde l’applicata negativa P"M"'. 

Se tutti i valori diy, che convengono ai valori di x, si 
esprimeranno in questa maniera per mezzo delle applicate PM, 
l’ estremità di queste applicate presenteranno una linea o retta 
o curva, la natura della quale dipenderà dalla funzione y . E 
questa curva si conoscerà perfettamente , perchè tutti i di lei 
punti son determinati dalla funzione y: infatti se da ciascun 
punto della curva si tira una perpendicolare alla retta RS , si 
conoscerà il valore di x, e quindi l’applicata corrispondente. 
Come le funzioni si richiamano alle linee curve, così viceversa 
le curve si riducono alle funzioni . Poiché la natura di una cur- 
va è espressa da una data funzione di x, la qual funzione dà la 



Digìtized by Google 



221 



D’ ALGEBRA P. II. 

lunghezza delle perpendicolari PM, mentre le distanze AP so- 
no rappresentate dalla variabile x. Convien qui fare attenzione 
ad alcuni nomi che sono in uso: la retta IiS, nella quale si 
prendono i valori di * , si chiama l’asse della curva , il punto A, 
dal quale incominciano i valori di x, si chiama il principio o 
l’origine delle ascisse, le perpendicolari PM eguali ai valori 
della funzione y si chiamano le applicate o le ordinate , le qua- 
li si dicono ortogonali o rettangole , se sono perpendicolari alle 
ascisse , come le abbiamo fin qui supposte. Ma può accadere , 
che esse formino un angolo obliquo con l’asse, nel qual caso si 
dicono obliquangole . Finalmente le ascisse e le ordinate insieme 
considerate si dicono le coordinate della curva, o siano ortogo- 
nali o obliquangole : ma si devono reputar sempre ortogonali, 
se il contrario espressamente non si avverte. 

84. 

Essendo y una funzione di x, sarà data una equazione tra 
y ed x, la quale si dice che esprime la natura della curva, ed i 
varj generi delle curve si dovranno ripetere dalla diversità del- 
le loro equazioni . Primieramente adunque, come le funzioni, 
cosi le curve si divideranno in algebraiche e trascendenti , secon- 
do che la loro equazione sarà algebraica o trascendente : le cur- 
ve algebraiche si chiamano ancora geometriche , e meccaniche le 
trascendenti. Ma ciò che specialmente importa per la cognizio- 
ne delle curve, si è l’osservare se y è una funzione uniforme o 
moltiforme della variabile x, cioè se a ciascun valore di x corri- 
spondono uno o più valori di y. Sia y primieramente una fun- 
zione uniforme di x , e siccome dando qualunque valore ad x 
abbiamo un solo valore per y, la curva sarà tale, che da qua- 
lunque punto dell’asse tirata una perpendicolare PM taglierà 
sempre la curva in un solo punto M. E siccome l’asse si esten- 
de da ambe le parti all’ infinito, la curva ancora scorrerà da una 
parte e dall’altra all’infinito, ed accompagnerà l’asse cou un 
tratto continuo, il quale è espresso dalla Fig. 8. 3 

Sia y una funzione biforme di x,cioè i\o. y*—o.Py-Q ,eswn~ 
do P e Q funzioni uniformi di x. Avremo yziP-±\/(P* — Q), 
ed a ciascuna ascissa x corrisponderanno due valori dell’appli- 
cata y,i quali saranno reali o immaginari, secondo che sarà 
P 3 >Q, o P 3 <Q. Nel primo caso (Fig. 9) all’ascissa AP corri- 
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spenderanno due applicate reali PM ,PM' • nel secondo T ascis- 
sa Ap non avrà alcuna applicata. Ma dall’ esser P*>Q non pol- 
tra divenire P 3 <Q, se prima non si abbia il caso di P 2 —Q : 
quindi ove cessano le applicate reali, come in C ed in G, sarà 
y~P3zo , o sia le due applicate diventeranno eguali, e la curva 
volgerà indietro il suo corso. La curva adunque può essere in 
questo caso composta di parti tra loro disunite MBDB'M’ , 
le quali però prese insieme costituiscono una sola 
curva continua. 

Sia y una funzione triforme di x, cioè sia determinata dal- 
la equazione y > -t-Py t -*-Qy-*-R=zo . Avrà in questo caso y tre 
valori, i quali o saranno tutti reali , o uno reale e gli altri im- 
maginar]. Quindi tutte le applicate taglieranno la curva o in 
tre punti, o in un solo, fuorché dove più punti d'intersezione 
si riuniscono insieme; ma siccome y ha sicuramente un valore 
reale, la curva si estenderà all’infinito da ambe le parti. O sa- 
rà dunque composta di un solo tratto continuo, come nella 
Fig. io. 1 , o di più parti tra loro staccate, come nella Fig. 1 1 .*, 
le quali tutte compongono la curva data. 

Sia y una funzione quadriforme, cioè l’equazione della 
curva sia y*-*-Py , -tAJy 3 -+-Ry-*-S— 0 , ed a ciascun valore di x 
corrisponderanno quattro valori reali di y, o due, o nessuno. 
Quindi le ordinate incontreranno la curva o in quattro punti, 
o in due, o in nessuno, i quali casi sono tutti espressi dalla 
Fig. ia.* 

Onde in generale apparisce, che se nella equazione della 
curva y è elevata alla potenza n, il numero delle ordinate reali 
sarà o n , o n — a , o n — 4 * o n — 6 , ec. Se dunque n è un numero 
dispari, la curva avrà per lo meno un ramo che scorre all’ infi- 
nito, e se dalla medesima parte più rami vanno all’infinito, il 
loro numero sarà sempre dispari: ma sen è pari, il numero dei 
rami infiniti sarà pari. Se poi si contano tutti i rami, che da 
una parte e dall’altra scorrono all’infinito, il loro numero sarà 
pari , comunque sia n o pari o dispari . 
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CAPITOLO Vili. 

Della permutazione delle coordinate , e dei diversi ordini 
delle curve . 



85. 



Siccome la posizione dell’asse, e l’origine delle ascisse dipen- 
dono dal nostro arbitrio, la medesima curva mutate le coordi- 
nate potrà rappresentarsi da infinite differenti 'equazioni . Ma 
se sarà data l’equazione della curva per un dato asse, se ne po- 
trà facilmente dedurre l’equazione della medesima per un altro 
asse qualunque . Sia qualsivoglia curva (Fig. i3) riferita all'as- 
se RS , e sia data l’equazione della medesima tra le coordinate 
APzzx , e PM—y , e si voglia l'equazione della curva per un al- 
tro asse rs , ove l’origine delle ascisse sia in D, tra le coordina- 
te DQzzt , e QMzzut . Si tiri DQ perpendicolate, e DO paralle- 
la all’asse RS , e siccome il nuovo asse js è dato di posizione, 
si conoscerà l’angolo ODs , di cui si chiami il seno m , ed il co- 
seno »,w> si chesia/n 3 -*-n a =i ; inoltre sia AGzza , DGzzb. Tirate 
le rette Op , Oq perpendicolari alle nuove coordinate DQ,QAI, 
sarà Opzzm(x-v-a ) , Dpzzn(x-s-a), Oqzzm(ys-b ) , Mqzzn(y-*-b)-, onde 
t—Dp — Oqzzn(x-4-a)—m(y-v-b) , u=Mq-s-Opzz/n(xs-a)~s-n(ys-b'j . 
Quindi si deduce mu-*-ntzz(m a -s-n 3 )(x*-a ) , ed 
nu — mtzz(m 3 s-n 3 )(ys-b) , cioè xzzrnu-t-nt — a , yzznu—mt — b ; i 
quali valori sostituiti nella equazione data ci somministreranno 
l’equazione della curva riferita all’asse rs. 

Poste le medesime denominazioni , se vorremo adesso che 
una nuova applicata TM formi con l’ascissa DT un angolo da- 
to di cui sia il seno zzin' , il coseno zza ' , chiamando DT r, e 

TM z avremo ,zz — zzsen.MTQzzm ' , onde uzzm'z, e 
M 1 z 



~rj,zz— —zzn' , cioè t—r—n'z. Sostituendo adunque questi va- 
lori di u e di t avremo xzznr — ( nn ' — mm‘)z — a, ed 
yzz — mr-v-(m n-v-mn)z — b . Se ponghiamo nella equazione data 
questi valori di x e di y , avremo l’equazione generale della cur- 
va riferita a qualunque asse con qualsivoglia inclinazione delle 
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coordinate, la quale comprenderà tutte 1* equazioni particolari 
della medesima curva. Si osservi, che essendo nei valori di x e 
di y una sola la dimensione di r e di z, in qualunque modo tra- 
sformiamo l’equazione della curva mutando le coordinate, essa, 
rimarrà sempre del medesimo ordine. 

86 . 

Abbiamo divise le curve in algebraicbe e trascendenti $ 
ma in tanta copia di curve algebriche è necessaria una ulterio- 
re divisione. Nel distinguere le diverse specie dobbiamo por 
mente a qualche carattere, il quale non vari mai nella istessa 
curva, nè possa in vigor di esso una medesima curva apparte- 
nere a differenti specie. Abbiamo osservato di sopra, che una 
curva riferita a qualunque asse mantiene sempre la sua equa- 
zione del medesimo ordine. Quindi dall’ordine dell'equaziune 
delle curve possiamo ripetere la loro distribuzione in classi . Se 
dunque nella equazione di una linea la massima dimensione 
delle variabili x ed y è l’unità, diremo questa linea essere del 
primo ordine; se le variabili avranno due dimensioni, la linea 
sarà del second’ordine, e così in seguito . 

L’equazione generale delle linee del prim’ ordine sarà per- 
tanto ay-*-bx-~czzo , ove le quantità costanti a, b, c , possono 
essere e positive e negative. In quest’ordine non è compresa al- 
cuna curva , ma l’equazione appartiene sempre ad una linea 
retta, che si può costruire così. Si prenda (Fig. i4) la retta RS 
per asse, e il punto A sia l’origine delle ascisse, e siccome fa- 

cendo yzx . o abbiamo xzz -j, prendiamo AD - : — , e la retta pas- 
serà pel punto D . Similmente facendo xzzo abbiamo on- 

de al punto A corrisponde l’ordinata AE—^ . Per i punti D ed 

E si faccia passare la retta LL' , e questa sarà la linea rappre- 
sentata dall’equazione data. Perchè prendendo qualunque ascis- 
sa APzzx, a cui corrisponda l’applicata PM—y avremo sempre 

PM : PDzzAE : AD , cioè y : 4- — x= — : -£•> e moltiplican- 

* b ab 

do gli estremi ed i medj termini di questa proporzione 
— = C - — o sia ay-t-ix—c— o, che è l’ istessa equazione pro- 
posta. 
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Se ferro, sarà AD=z— = «; onde la retta LL' non incon- 
o 

trerà mai l’asse, cioè gli sarà parallela. Se poi a~o , allora sarà 
AE— 05 , e ia retta LL' sarà parallela alla retta AE , o sia per- 
pendicolare all’asse. Finalmente secro, sarà AIErzo , AE^zo, 
onde la retta LL' passerà pel punto A. Per trovare un altro 
punto supponghiamo j —a, ed avremo ays-ab—O , cioè y——b . 
Quindi presa l’ascissa ACz^n , e l’ordinata C Fzzb dalla parte in- 
feriore, perchè il valore di CF—y è negativo, la retta cercata 
passerà per i punti A, ed F. Questi tre casi sono espressi nella 
Fig. i5.* 

L’equazione generale delle linee del seco nd’ ordine sarà 
ay^-t-byi-t-cx^-t-dy-s-ex-s-f—O . Le linee curve contenute in 
quest’ordine sono le pii semplici di tutte, perchè il prim’ordi- 
ne non contiene alcuna curva. Le costanti a, b, c, ec. si pos- 
sono determinare in modo, che quella equazione rappresenti 
tutte le diverse curve, che volgarmente si chiamano le Sezioni 
Coniche , come tra poco vedremo. Similmente l’equazione del- 
le linee del tera’ ordine sarà ay , -*-by a x-*-cyx a -*-dx > -*-ey a -+-J'xy 
s-gx % s-hy-*-ix- t-fe=o, e cosi in seguito. 

D*tù dunque l’equazione di una curva, dalla massima di- 
mensione delle variabili si potrà subito giudicare, a qual’ordi- 
ne la curva appartenga Ove conviene osservare, che, se l’e- 

3 nazione contiene radiculi o frazioni , prima di giudicare dell’or- 
ine della qurva bisogna ridurre l’equazione ad una forma in- 
tera. Così l’equazione y a —x\/ / (a ì -4-x l ) essendo del quarto ordi- 
ne, se si libera dai radicali, ci darà una curva del quarto ordi- 



ne : parimente la curva espressa dalla equazione y 3 ~ 



ù J 
a a -+~jc / 



sarà del qnart’ ordine . 

Determinato l’ordine della curva , per ben conoscerla biso- 
gna che sia dato ancora l’angolo formato dalle coordinate, poi- 
ché la medesima equazione appartiene a diverse curve, secondo 



che le coordinate sono ortogonali o obliquangole. Così l’equa- 
zione y*—a* — x 3 appartiene al circolo, se le coordinate sono 



ortogonali, M’ ellisse , se sono obliquangole. 



Finalmente conviene osservare, se l’equazione della cur- 
va è risolubile in fattori razionali, perchè se comprenderà due 
© pili di tali fattori, sarà composta di due o più equazioni, cia- 
Tom. I. . 29 ’ 
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Bruna delle quali darà una curva particolare. Coteste equazioni 
moltiplicate insieme danno 1’ equazione proposta , e siccome 
questa operazione può dipendere dal nostro arbitrio, cosi dob- 
biamo reputare, che l’equazione data non esprima iti tal caso 
una sola curva continua, nia una curva composta di più curve 
continue, che cbiamenmo complessa . Così l’equazione 
V* — ay-xy-t-aa—c, quantunque sembri essere di una linea del 
secorul’ ordine, pure potendosi mettere sotto la forma 
(y — x)(y— o)=:o, cottliene le due equazioni y — x=:o, y— azze, 
ciascuna delle quali rappresenta ulta linea retta- 

CAPITOLO IX. 



Delle linee del second’ ordine . 

87. 

P er conoscere le varie specie di curve, che son comprese nell* 
equazione generale delle linee del second’ordine 
ay* -t-iyx-4-cx * -t-dy-+-ex-+-f=.0 , 

ponghiamo y=z > e d ordinando i termini avremo 

4a'-*z 3 -t-(4'Jc — b*)x a -+-(\ae — nb<l)x~r-^af — . 

Onde se facciamo B=^=^, C=^=^, l’e- 
qua 40 1 40» 

quazionc delle linee del second’ordine diventerà 

z a =^-t-iJx-*-Cx a . 

Ora è chiaro, che la diversità delle linee contenute in questa 
equazione dovrà ripetersi dai coefficienti A , B, e C. Ma dalla 
loro diversa quantità non può arguirsi la differenza delle curve, 
poiché l’equazione esprimerà sempre la medesima curva, allor- 
ché permutate le coordinate le quantità A , B , e C diventeran- 
no maggiori o minori. Rimane dunque a ricercare la differen- 
za delle curve ne’diversi segni delle quantità A, B, c C . Ma 
cangiata l’origine delle ascisse la quantità A può mutare il se- 
gno, e B diventa negativa se si pone — x in luogo di x , quan- 
tunque nell’nno e nell'altro caso la curva rimanga la medesi- 
ma; qualunque permutazione poi non induce alcuna variazione 
nel segno del coefficiente C: quindi dal segno di questo coeffi- 
ciente dovrà ripetersi la diversità delle curve . 
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Sia primieramente C una quantità positiva, e posta » 
la quantità A+Bx+Cx* avrà un valore positivo; onde z avra 
due valori reali corrispondenti all’ascissa *= co . Similmente, 
posta xzz—os.z ottiene due valori reali corrispondenti all ascis- 
sa x—— oc . Quindi, essendo C positiva, la curva ha quattro ra- 
mi, che scorrono all’infinito, e si chiama Iperbola. 

Sia C negativa, e posto tanto a. — • oo, che x— 30 » aquan 
tità A-*-Bx-*-Cx 2 sarà negativa, ed i valori di z immaginar] . La 
curva adunque non ha alcun ramo infinito, ma è tutta conte- 
nuta in uno spazio finito. Questa specie di linee del second or- 
dine si chiama Ellisse . 

Se C svanisce , ne nasce la terza specie di cùrve, che hanno 
il nome di Parabole , e la natura di queste curve è espressa .lai- 
la equazione z 2 =A+Bx. Ponendovi x= » la quantità A+Hr 
è positiva, e z ha due valori reali , e perciò la Parabola ha due 
rami infiniti. Nè può averne più di due, perchè posta co, 

il valore di z diventa immaginano. Abbiamo supposto «positi- 
va, ma niente importa se sarà negativa , perchè posto ne a equa 
zione — x in luogo di x la curva non si cangia . 

Abbiamo pertanto tre diverse specie di linee del second or- 
dine. l'Ellisse, la Parabola, e l’ Iperbola, e la loro diversità di- 
pende dal numero de’ rami infiniti; perchè 1 Ellisse non ha al- 
cun ramo infinito, la Parabola ne ha due, e 1 Iperbola quattro. 
Vediamo adesso quando l’equazione generale presenta ciascuna 
di queste specie. Piimieramcnte la curva sarà una Ellisse, se C 

è <o, ma Cr : ■ ~y ~ ; dunque l’equazione generale darà una 

Ellisse quando 4 ac>b 2 , cioè quando la quantità ay 2 -+-byx-t-cx 2 
(che contiene tutti i termini, ne’quali le variabili formano due 
dimensioni) avrà i fattori immaginari . La curva sarà una Iper- 
boia, quando C>o , cioè b 2 >iac , o sia quando la quantità 
ay 2 -+-byx*-cx 2 si potrà risolvere in fattori reali disuguali. Fi- 
nalmente la curva sarà una Parabola, se C— o, o sia b 2 —\*c, 
cioè se la quantità ay 2 +byx-hcx 2 avrà due fattori eguali . 

88 . 

Passiamo a trattare in particolare di ciascuna di queste li- 
nee , ed in primo luogo parliamo dell’Ellisse. La di lei equazio- 
ne è y 2 —A-*-Bx—Cx a , 0 sia posto x-h— , in luogo di x, 
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y*—A — Cx* , ove A e C sono quantità positivo. Siano ortogo- 
nali le coordinato, e presa la retta AB per asse (Fig. 16) sia C 
il principio delle ascisse . Se facciamo x=o, abbiamo due valori 
reali di y, cioè yxz~±\/ A , i quali sono tra loro eguali in quan- 
tità, ma uno è positivo e l’altro è negativo. Tirata dunque pel 
punto C perpendicolarmente all’asse la retta DE si prenda 
CDzzCEz=\/A , e la curva passerà per i punti D ed E . Facen- 
do adesso y~o avremo due valori di x, cioè j / ^7 ; on- 

de prese sull’asse da una parte e dall’altra le rette 
cj=cb= j/£. i due punti A e B apparterranno alla cur- 
va. Per gli altri valori CP dell’ascissa x l'ordinata y avrà due 
valori eguali PM , PM' , i quali saranno reali se CP<CA, iin- 
inagiuaij se CP>CA, come apparisce dalla equazione. E sicco- 
me posto — ,r in luogo di x il valore di y rimane lo stesso, l’el- 
lisse avrà quattro parti simili ed eguali tra loro A E , BE , BD, 
Al). Le rette AB, DE si chiamauo gli assi dell’ellisse, e la 
maggiore AB l’asse maggiore, la minore DE l’asse minore . 

Facciamo l’asse AB— za , e DEz^zb ; sarà a a = ^ , b»=A , 
onde Czz——— . Sostituiti questi valori l’equazione dell’el- 



I 



lisse diventerà y a =A a — — .r a , cioè a*3 ,a =:6 a (o a — *») ; e siero- 
ri* 

me a» — x 2 ~(a-t-.r)(a—x) , sarà y* : (a — x)(a-t~x)zzb* : a 2 , cioè 
starà sempre il quadrato di qualunque ordinata PM al rettan- 
golo di AP in ÓP nella ragione costante di b 2 \a 2 , che è la 
proprietà principale dell’Ellisse. Se a—b, cioè se i due assi so- 
no eguali, allora l’equazione y a =ra a — x 2 appartiene al circolo, 
di cui il centro è C, ed il diametro AB— za-, infatti in questo 
caso x*-+-y*—CP 2 -t-PM 2 =iCM a =a a , cioè tutte le rette tirate 
dal centro alla periferia sono eguali, che è la proprietà essen- 
ziale del circolo: il cerchio adunque è una specie di ellisse. 



Essendo y a — ' 



«i a i a — A a x a 



, se facciamo x 2 zza 2 — è a , sarà 



y 2 —~, cioè y—-±;— . Se dunque prendiamo le ascisse CF, Cf 
eguali a J /(a 2 —b 2 ), le ordinate GG' , gg saranno ciascuna 
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= — , cioè sarà AC : CFhzCD : FG, e<l AC : CFhzCD ■ fg . 

I punti F ,f determinati in tal modo hanno molte belle pro- 
prietà , e perciò hanno meritato un nome particolare; si chiama- 
no cioè i fuochi dell’ellisse, l’ordinata FG il mesto parametro , 
e tutta la GG' il parametro della ellisse. Da qualunque punto 
M preso nel perimetro dell’ellisse si tirino ai fuochi le rette 

MF, Mf, e saxklW 2 =FT 2 +IW 2 zz[l/(a 3 -b 2 )-z] 2 +b 2 -^^ 

„ «*— 4® \/(u 3 — b 3 )\ 3 , 

—a* — 2ar|/(a 3 — b 2 )- t- — — — r 1 : j , eu 

FMz=a — 11) . In sitnil guisa troverassi 

a 

fMzza~*-x^ — ; onde FM-*-fM—ia . Se dunque dai fuo- 
chi a qualunque punto M dell'ellisse si conducano le rette 
FM,JM , la loro somma è all’asse maggiore. 

Finora abbiamo supposte le coordinate ortogonali , cerchia- 
mo adesso l’equazione dell’ellisse tra le applicate obliquango- 
le. Si tiri adunque (Fig. 17) all’asse l’applicata obliquangola 
QM sotto 1 angolo CQM, di cui il seno sia m ed il coseno n. e 
si chiami CQ t , e QM u . e condotta l’applicata rettangola PM 

* arà » (7g =cos CQM, cioè ^=m,~~Z=xi , e 

quindi y zzimi , ed xzzt—nu. Sostituiti questi valori nell’eqna- 
zione a 3 y 2 'zdb 2 {a 3 — x 3 ) avremo l’equazione 

„ a b»n a*b 3 ~b»t a 

u 2 tu — — O . 

, a“m 3 -t-l/ a ii 3 a 3 m 3 -*-b ’ 



la quale ci dà due valori di «, cioè QM, e —QM' , ove questo 
si prende negativo, perchè cade dall'altra parte dell’asse . Ora 
in ogni equazione essendo il prodotto delle radici eguale all’ul- 
timo termine, «vr *mnQMy(QM'~ ^ l f,2 ~t 2 ) __ b 3 .AQX,I.Q < 

onde QMxQM 1 : AQxBQ^zb 3 ; a 2 m 2 -*-b % u 3 . Similmente 
qm'Xsjm : A<]X.Bqzzb 3 : a 2 m 2 -*-b 2 n 2 ; perciò, ovunque si prenda 
il punto Q, i rettangoli QMxQM', AQxBQ staranno nella ra- 
gione costante di b 3 :a*m 2 -t-b 2 n 2 : ese la retta OTparallela alle 
ordinate toccherà la curva in O, nel qual caso QMeQM' sono 
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eguali ad OT, «ara OT 2 : ATxBT^db 2 :a'm*-+-i a n' . 

La somma delle radici di una equazione è eguale al coeffi- 
ciente del secondo termine col segno mutato ; quindi 

MQ—M’Q= ■ j/ ' ■-•--XCQ . Parimente 

’C v a 2 m 2 -t-b 2 n 2 a 2 m 2 -+-i 2 n 2 v 

mq-t-m'q— — y YjCq , e se la retta OT parallela alle ordi- 

7 7 a 2 m 2 -t-b 2 n 2 1 r 

nate tocca la curva nel punto O, sarà 20Tb: - ~ — — -XCT , 

onde 2 OT : MQ—M'Q=zCT:CQ . Quindi, se dal punto O si li- 
ra al centro la retta OC, questa (livide in mezzo in R tutte le 
applicate MM' parallele alla tangente OT: poiché 
2OT : 2QR—CT : CO, e perciò o.QR=:MQ — M'Q, cioè 
MQ-QRzzM'Q-t-QR, ed M R—M'R . La retta CO per questa 
sua proprietà si chiama din metro, e la retta C A* tirata pel cen- 
tro C parallelamente ad OT , che ha le medesime proprietà per 
le sue applicate, si chiama il di lei diametro conjugato. Infiniti 
pertanto sono i diametri dell’Ellisse, perchè ogni retta, che pas- 
sa per il centro, è un diametro, 

Sia dunque FG (Fig. 18) un diametro, che taglia in mezzo 
tutte le sue applicate MM' , ed IH il di lei diametro conjuga- 
to, e posta C«=r, RMzzs trasferiamo l’equazione dell’Ellisse 
alle coordinate CR, ed RM. Sarà primieramente 



Q/L 



QM-QM' 



b 2 nt 



- dipoi chiamando p il seno dell’ 

2 a 2 m 2 -*-b 2 n 2 

angolo CRQ avremo CR : CQrtsen. CQR : sen. CRQ , cioè 

r : tzzm : p , e tzz— . Sarà altresì — — - — — — --+-J=u , o sia 
r m a 



b 2 npr 



2 m 2 -+-b 2 n 2 

■s, i quali valori di / e di u sostituiti nella 



m|<j a m 1 -*d > a n a ) 

equazione precedente ci daranno la nuora equazione 

. , . a 2 b 2 p 

(a 2 m 3 -+b 2 n 2 )s 2 • - 



i 2 b 2 —0 



a* m 2 -t-è a n 2 

Se adesso facciamo prima mo, poi r=ro, troveremo il semidia- 
metro ed il semidiametro conjugato 

P 

ab 



CH— 



\/\a 2 M 2 -*-b 2 n 2 ) 



■ i- ALX.CO , 

quindi CFX.CH— TvTr' 

p seu.rCjt 
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qual’ equazione ci avverte, che di tutti i rettangoli formati da 
due diametri conjugati quello degli assi è il più piccolo. Chia- 
miamo CFc, CHd, e l'equazione precedente diventerà 
c a s a :=^ a (c a — r a ) , che è affatto simile a quella trovata per l’asse 
AB; onde quelle medesime proprietà, che con vengono alle coor- 
dinate dell’asse, competeranno ancora alle coordinate di un dia- 
metro qualunque, e perciò sarà primieramente R\I a : FRxGR 
nella ragione costante di rf a : c a , di poi condotte le rette qua- 
lnnque.55', TT ", ec., saranno i rettangoli STxFS' , FVy^l’G, 
TVXVT, ec. in ragion costante tra loro, ovunque si prenda il 
punto V, purché le rette SS' , TT , ec. si mantengano tra loro 
rcspettivamente parallele. 

Vediamo adesso, come dall’angolo CQM, che ha m per se- 
no, ed n per coseno dipendano gli angoli ACF , ICF. Dal cen- 
tro C (Fig. 19 ) tirata CS perpendicolare alla retta MM' avremo 
OS 

■jrj=:taiTig.CRSzztang.IC F; ma CSzzmXCQ, 



RS=QS-QR=nxCQ-QR : dunque tang. ICF=z 

v — '<R 

mt m[f< iraM’n’1 « a m a -*-A*n a .. 

— — - -, ; — = 7—r, a motivo di 

nr— n|u a -+-i a n a — 0 2 ) m«(a a — 4 a ) 

tn i -*-n' , ‘=zi . Avendo adunque supposto scn .ICF—p , avremo 

P fl a /W a - 4 -Ì a rt* j 'Il 

tang. ICF=-~ r= — . onde si deduco 

6 |/(i — p 2 ) mn(a 2 — l> 2 ) 

(a a m a -*-A a «»ì» . 

p*~ ; ; : -, : — , e quindi 

r m a n a (a a — b 2 j 2 -+-;a 2 rn 2 -*-b 2 n 2 ) 2 “ 

-, ti 2 m 2 -t-b 2 n 2 m 2 n 2 (a 2 — h2)a+(a a m a -»-ian») B 

Cr a — — : 

p a a 2 m 2 -+-b 2 n 2 

_ m 2 a*-t-n 2 b*_ ,, ^ ,, o a A a _ „ 2 h 2 — pi* 

a 2 m 2 -t-b 2 n 2 a 2 m 2 -+-b 2 n 2 ’ nia u 2 ni 2 -\-b 2 n 2 * 

perciò CF 2 +CI 2 ~/i 2 -*-b 2 , cioè i quadrati di due diametri co- 
njugati sono eguali ai quadrati degli assi. 

Condotta dal punto R la retta RT perpendicolare all’asse 

avremo tang. ACF= — ^XQR mXVR _b 2 n pj 

CT-CQ-nXQR- t-nXQR-a a m^ 
di si ricava la maniera di tirare la tangente a qualunque punto 
F dell’ Ellisse. Sia FO questa tangente, che incontri l’asse in 
O, e sarà FO parallela all’ordinata MM', e perciò la tangen- 
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te dell’angolo AOF sarà ~~ • Tirando FP perpendicolare 

... m FP v . jr ,r, y ht PO 

ali asse avremo ~—Yu~T<5' e *I ulndl ta n g • ^ , 

„3yt 



e POzx — — = 



« -PO' 

»»-. r» 






Sarà dunque CO—X-y- — — — .cioè 

xx 



x 

x : rizza : CO , o sia CP : CAzxCA : CO . 

Tirando dai fuochi F.f (Fig.ao) le rette FM , fM ad un 
punto qualunque M della curva, avremo 

FOzz.CO-CFz =. a t ed : ma 

FM= n '- JiA " -~ / :: ) , ed ; dunque 

a a 

FO FM-a -.rzxfO-.fM. Ora sta FO:FMz=»en.FMO:sen.FOM, 
fO.fM— •pu.fMO.si'w.FOM ; perciò sen . FAIOxzsen fM O , e 
l'angolo FMOzz all’angolo fMo . 

Se p , e q sono due qualunque semidiametri conjugati , ed 
j l’angolo che formano al centro , avremo pqsen. rzzab , e 
y,s_*-y 3=ro*-+-A a , per mezzo delle quali equazioni dati gli assi e 
l’angolo s si troveranno i semidiametri p, e q , o pure dati gli 
assi ed il rapporto de’ semidiametri si troverà l’angolo s . Così, 

s e p e q dovranno essere eguali tra loro, avremo sen.j=r— , e 

•j.p 3 zxa~-+-b 3 , cioè sen.i= — . Sarà dunque l’angolo s egua* 

le all’angolo DDE , cioè i semidiametri CM, CJV saranno pa- 

ralleli alle corde BE , BD , e saranno ciascuno xz\—l : ; 

V* 

inoltre sarà CPzz , e PMzx L’equazione dell’ Ellisse 

|/» 1/2 

riferita a questi semidiametri eguali avrà la forma y*—c 3 — x 3 , 
cioè sarà l’equazione medesima del cerchio tra le coordinate or- 
togonali . 

Se le ascisse, invece d’incominciare dal centro C , hanno 
la loro origine nel punto A , che si chiama il vertice dell’ellis- 
se, posto (Fig. 16 ) APzxx . PMzxy , l’ equazione dell’ellisse 

diventerà — ~-x 3 , ove il coefficiente - — è eeuale al 

J a a* a p 
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parametro. Ponghinruo il semiparametro , o l'applicata FG nel 
fuoco ~c, e la distanza AF del fuoco dal vertice z=A, ed avre- 
b 1 

ino —~c , a — \/{a % — b*)zzd , e quindi 2a — dzza-*-y'(a a — i 1 ) , 

(20 — d)dzzb 2 ~ac , ed . Sarà dunque y^—icx — 

la qual' equazione usar si deve, quando è data la distanza del 
fuoco dal vertice, ed il semiparametro . Sempre però convien 

che sia 2d>c, perchè azz e bzz^/ aczzd / • 



89. 

Se sarà 2 dzzc, avremo y^—zcx, la qual’ equazione è per la 
parabola, perchè ['equazione precedente y a zz/l-*-Px si cangia 
in questa mutata l’origine delle ascisse. Sia data la parabola 
MAJY 1 ' ( Fig. 21), e posta AP~x, PAI—y la di lei natura sarà 

espressa dalla equazione y*zz2.cx. Sarà poi A Fzzdzz— , ed il se* 

miparametro FG=zc , «quindi PAO—% FC^ A P e siccome po- 
sta l’ascissa x infinita le applicate PAI , PAI' diventano infini- 
te , la curva avrà due rami infiniti AM , AAV . Se si prende 
1 ascissa negativa, l’applicata diventa immaginaria; onde al di 
là del punto A non si trova alcuna porzione di curva . 

Siccome 1 equazione dell’ellisse si cangia in quella della 
parabola, allorché si pone 2 dzzc , è evidente che la parabola è 

una ellisse, di cui il semiasse maggiore a —~j — è infinito: on- 
de tutte le proprietà dell’ellisse potranno trasferirsi alla para- 
bola, se si pone a infinita. E primieramente essendo per l’ellis- 
se JCAT „ ( a — r )lAla J — b*) ^ (n — x)(a — d) o(d-t-.r) — d. v 

a a a 

se facciamo a infinita . poiché la quantità dx svanisce in para- 
gone dell infinita a(d~ ¥-x) , avremo nella parabola 

FMzz — —-ZZ//-+-X— -C-W- , cioè FMzzAP-+-AF . Condotta la 

« i 

tangente AIO, è POzz — nella ellisse, e per- 

u—r a—x ’ 1 



Tom. I. 
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ciò posta a infinita sarà PChz —z.rzzzA P nella parabo’a. Le 

applicate parallele alla tangente MO saranno divise nel mezzo 
dal diametro, rhe dal punto M và al centro. Ma poiché il cen- 
tro della parabola è situato ad una distanza infinita, i diametri 
della parabola incontreranno l’asse ad una distanza infinita, 
cioè saranno tutti tra loro paralleli. Nella medesima maniera 
dalle proprietà della ellisse si potranno dedurre le corrisponden- 
ti proprietà della parabola. 



90. 



Passiamo all’iperbola, l’equazione della quale abbiamo so-; 
pra veduto essere y 3 —A-*-Bx-*-Cx 3 , e mutate le coordinate 
y 2 ~A-t-Cx 3 . La quantità Cdev’esser sempre positiva, ma la 
quantità A può esser positiva e negativa. Siccome poi ponendo 
x in luogo di y e viceversa si cangia il segno di A , prendiamo A 
negativa, e 1 ’ equazione della iperbola sarà y 3 —Cx 3 —A. Facen- 
do >~o abbiamo da questa equazione un doppio valore di x, 

cioè ed xzz— | / —, onde se prendiamo (Fig.22) 



il punto C per origine delle ascisse, e la retta AB per asse, e 

ponghiamo ACzzBCzz j / —,\ punti A e B saranno nella iper- 

boln . Qui ancora il punto C si chiama il centro, e la retta AB 
l’asse della ipetbola, e se facciamo il semiasse ACzza,a motivo 
A 

di a 3 zz p-, l'equazione della iperbola diventerà y 3 ~Cx 3 — Ca 3 . 



Quando adunque x è >a, le applicate vanno continuamente 
crescendo , e finalmente diventano infinite; e siccome le ascisse 
si devono prendere da una parte e dall’altra del centro, l’iper- 
bola avrà quattro rami infiniti, tutti eguali e simili tra loro, 
Al , Ai, BK , Bk . Se x è <a , l’applicata è sempre immagina- 
ria ; onde per tutta la lunghezza dell’asse AB non si trova al- 
cuna porzione di Curva. Pertanto non ha l’ iperbola, come l’el- 
lisse, l'asse conjugato, perchè l’applicata nel centro —Ca 3 
è immaginaria. Ma, per conservare una qualche somiglianza con 
l’ellisse, ponghiamo questo semiasse immaginario della iperbola 

— /.p/ — 1 , e sarà b-~Ca 3 , e onde l’equazione dalla iper- 
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h% 

boli» sarà y % — — (x 2 — a 2 ); e quindi l’equazione dell’ellisse si 

cangia in quella della iperbola, se vi si pone — t 2 in luogo di 
b 1 . Pertanto le proprietà dell’ellisse si potranno facilmente 
adattare all’ iperbola, c primieramente la distanza dei fuochi 
dal centro essendo nell'ellisse =p/(a 2 — b*), sarà neU’iperbola 
CF—Cf={/(a a -4-b a ). Quindi 

=Z ì '! a ^ l} -a , 



, e perciò fM—FM—ia—AB , che è la 
a 



proprietà principale de’fuochi dell’ iperbola . Similmente come 
per l’ellisse si troverà, che ogni retta, la quale passa per il cen- 
tro, è un diametro dell’iperbola, che divide in mezzo tutte le 
sue applicate; e le altre proprietà dell’ellisse con qualche mu- 
tazione, quando vi è implicato l'asse coniugato, avranno luogo 
anche nella iperbola. Così, condotta la tangente MO, sarà an- 

che nell’ iperbola CP:AC=AC:CO, cioè CO= — , e con un 

raziocinio simile a quello usato di sopra (88) si dimostrerà, che 
Pungolo FMO è eguale all’angolo fMO . 



Essendo CO=^-, è evidente, che quanto maggiore si pren- 
de l’ascissa CP—x , tanto minore sarà la distanza CO. Onde se 
x si suppone infinita , sarà COz:o, e la retta, che tocca la cur- 
va ad un iufinita distanza, passerà per il centro C; e come la 

P JTY . 

tangente dell’angolo POM è - e posta x infinita 

diventa jrr— (/'(x 2 — a 2 )~— , la retta, che tocca la curva in 



un punto infinitamente distante, forma con l’asse un angolo, 
la di cui tangente è —— . Se adunque nel vertice A (Fig. 23) 



si pone perpendicolarmente all'asse ALhzb, la retta CD pro- 
lungata all’infinito non incontra mai lu curva, ma la curva 
sempre piòvi si avvicina, finché poi all’infinito si confonde con 
essa . US stesso si deve dire della parie Ck , la quale finalmente 
si confonde con il ramo Bk , e se si pone AdzzAD , la retta Cd 



Digitized by Google 



fi^Cì 



ELEMENTI 



avrà la medesima proprietà riguardo ai rami Ai, BK . Queste 
rette elie non tocrano la curva , che ad infinita distanza , si chia- 
mano Asintote della medesima curva. Se Zcra , sarà ACzzAD , 
cioè l’angolo A('D semiretto, e l’angolo DCd retto, e in que- 
sto caso riferitola si dire equilatera . 

Si prolunghi l’applicata MPM’ , finché incontri gli asinto- 
ti in ni, ni , e sarà Pm—Pni — — , onde MmzzM'ni— >>J ar - 

a a ’ 



ed Mm'—M'm— 



hx’+'tt r 



e quindi 



M m'XMm’—M ’m ’X-d f 'm — — — zzb*—AD 2 . Si tiri Mr 

a» 

parallela all’asintoto Cd, la quale incontri in r l’altro asintoto 
CD, ed avremo Mr : Mm~Cd : Dd , cioè 



j\ Irr . m rr .^ m X\/ (a a -»-/» 3 ) __ (bx—ay)\/ (gi+l,*) 
%b 2.aù 

C,_Cm-rm - :n/ ' {a ' ì ~*~ Ò1) _ ^ r ~ a v)l> /X (° a - f - Aa ) 



Jkr+ayh An^) . Quindi 
lab 



xab 
avremo 



e 



( Aa * 3 ^ a .r a )(« a -^ a ) « 3 -*-A> 
4 a 2 b 2 — 4 ’ 



o sia tirando a Cd pa- 



rallela la retta AE— ^Cd-~[/(a 2 -k-l 2 ) , MrXCrzzAE 2 . Se 

dunque prendiamo sopra uno degli asintoti l’ascissa CQ=i/, e 
l'applicata QiVzzz parallela all'altro asintoto, posta C/?=re , 
l'equazione dell’ iperhola riferita agli asintoti sarà uz—e*. 

Fin qui abbiamo rappresentate le Sezioni Coniche con una 
equazione tra le applicate parallele. Ma vi è un’altra maniera 
per rappresentar le curve , mediante la quale esse si riferiscono 
alle applicate, che partono da un punto fisso, e formano un an- 
g do con una retta data di posizione, la quale passa pel punto 
fi-so. Se è data una equazione tra quest’angolo, e l’applicata , 
si potranno determinare tutti i punti della curva , poiché ad ogni 
angolo corrisponderà un dato valore dell’applicata, e condotta 
qu“Sta, la di lei estremità ci darà un punto della curva . Faccia- 
mo l’applicazione di questa nuova maniera alle sezioni Ciniche , 
e ceichiaino l'equazione dell’ellisse tra la retta FMzzz, che 
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parte dal fuoco FfFig. 16), e l’angolo AFM=u, che la retta 

* p jyf pp 

FM forma coll’ asse . Avremo =-^=sen .AFM, pjq——cos .A F M, 

cioè y=zsen.u, x~=x/(a*— A a )-*-zcos.u, e sostituendo questi va- 
, b* 

lori nell’equazione y a z=b 2 — — x a otterremo 

a 2 a a « a 

cioè, a motivo di seit,« a r:i— cos.« a , 

z ,_^ 2 /. a zj /(a a -6 a )™*“ ^ aa -* 3 ,,;^» 
a» o a a a 

ed estraendo la radice quadrata 

ÌA 

o-*q/(a a — à»)cos.u 

Se noi pongliiamo la distanza [/(a a — b a ) del centro dal fuoco, 
che si chiama l’ eccentricità , —e, l’equazione dell ellisse di- 
venterà a 2 — e a 

Z — • 

a-t-ecos.u 

Questa equazione si trasferirà all’iperbola, se vi porremo 
—b* in luogo di b 2 , e diventerà 

—b 2 

— a-»-|/'(a a -Hà a )co8.a ’ 
e posta l’eccentricità j/(a a -*-& a )=:e > 



a-t-ecos.u 

La medesima equazione adunque appartiene egualmente all’el- 
lisse ed all’iperbola; ma è chiaro che sarà dell’ellisse, se e<a , 
e dell’ iperbola, se e>a . 

Se si osserva che ez=j/(a* — b 2 )—a — d, ove d esprime la di- 
stanza AF del fuoco dal vertice, l’equazione dell'ellisse potrà 
rappresentarsi ancora così ; 

5 ad — ri* 

ZXZ 

a-\-(a — d)cns U 

Posto l’asse a infinito, sarà 

2 .d 

z— > 

1 -+-COS.K 

e questa è l’equazione della parabola. 
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Abbiamo percorse le proprietà principali delle linee del 
second’otdine, Je quali comunemente si chiamano sezioni coni- 
che , perchè nascono dalla sezione fatta nel cono da diversi pia- 
ni. Quello che abbiamo detto , basta per conoscere la natura di 
queste curve: chi desidera di piu, consulti gli Autori, che trat- 
tano di esse in particolare, e specialmente il Trattato delle Se- 
zioni Coniche del Sig. Marchese de V Hospital. 

CAPITOLO X. 

De’ rami infiniti delle curve. 



A 9, ‘ 

./Abbiamo veduto, che delle linee del second’ordine una è tutta 
contenuta in uno spazio finito, un’altra ha due rami infiniti, 
un’altra finalmente ne ha quattro. Una maggior varietà si tro- 
verà nelle linee degli ordini superiori ; onde per ben distinguere 
le differenti curve, che sono in ciascun’ ordine comprese, si ren- 
de necessario un metodo atto a conoscere il numero de’ rami in- 
finiti di una curva, di cui è data l’equazione, e la loro direzio- 
ne. Sia adunque proposta l’equazione di una curva dell’ordine 
n tra le coordinate x cd y , nella quale il membro supremo , che 
contiene cioè i termini della più alta dimensione n, sarà della 
forma 

Jy n ^By n -\^Cy^\ a -t-iV.r” . 

Se facciamo yz^rx , l’equazione della curva divisa per x diven- 
terà 



Ar 1 -*- Br n ~~ ' -i-Cr 71 2 -wV 

R R' R'' 

h 1 1- 1- ec. ~o , 

X X* X* 

ove R, R’ , ec. sono funzioni di r. Posta x infinita svaniranno i 
lì. R' 

termini — , — , ec., e l’equazione si ridurrà alla seguente 

Ar n +Rr n - 1 -t-Cr"-* -t-iY= o , 

dalla quale si dovrà ricavare il valore di r . Ora se questa equa- 
zione avrà tutte le radici immaginarie, nel qual caso saranno 
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jmmaginarj tutti i fattori del membro supremo, all’ascissa x 
infinita non corrisponderà un valore reale dell'applicata y , e la 
curva perciò non avrà alcun ramo infinito. Ma se un valore di 

r sarà reale ed —— , al quale corrisponderà il fattore reale 

ay — bx del membro supremo, in tal caso all’ascissa x infinita 

bx 

apparterrà l’applicata reale y — — , e la curva avrà un rumo in- 



finito . 

Per conoscere l’andamento del ramo infinito di curva , che 
da questo fattore reale ay — bx dipende, ponghiamo l’equazione 
della curva data sotto la forma 

ove M contiene tutti i termini di n dimensioni , M' quei di n — 1 

dimensioni , M” quelli di n — a dimensioni, e cosi in Seguito. La 

quantità M ha per fattore ay — bx, cioè è ~P(ay — bx) ; onde la 

precedente equazione può anche disporsi cosi: 

, M' M" M'” 

ay-bx-- ______ ec. 

Ora se nel secondo membro di questa equazione ponghiamo — x 
in luogo di y, essa diventerà 

, p y 8 

a y — hx=a-t-- — 1 — '--i — HCC. , 

J X X 2 x> 

ove a,P,y, ec. son quantità costanti, e la curva di questa 
equazione ci darà nel caso di x infinita il medesimo valore 
dell’applicata y che l’equazione proposta, cioè la curva di que- 
sta equazione all’ infinito si confonderà con la curva data, o sia 
ne sarà l’asintoto. Se nel secondo membro trascuriamo tutti i 
termini fuorché il primo, l’equazione ay — bx=‘* ci darà l’asin- 
toto rettilineo della curva data. Ma per determinare la direzio- 
ne de’ due rami di curva, che convergono verso questo asintoto 

rettilineo , ammettiamo anche il termine — trascurati gli altri, 

-r O 



a 

ed avremo 1’ equazione ay — bxzza-+- — di una curva, che all’in- 
finito si confonde con la proposta, e nella quale perciò la dire- 
zione de’ rami infiniti sara la medesima. Ma se (J fosse =0, allo- 



ra si prenderebbe il termine 



X À 



trascurati i seguenti, e se nuche 
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y fosse ~o , si ammetterebbe il termine — , e cosi in seguito : 
in modo che l' equazione della curva, che all' infinito si confon- 

de con la proposta , sarà della forma ay — ìx=oh — — . 

x 

Siano (Fig.a4) AP , PM le coordinate x ed y, e tirando la 
retta AQ, che formi l’angolo PAQ, di cui la tangente sia — , 

avremo AQ ~ - 7 1 ( a > PQzz— , e QM~ a ^ . Se adun- 
ai o a 

que riferiamola curva alle coordinate AQzzt , e QM~u, l’equa- 
zione dell’asintoto rettilineo sarà ouz=m, e quindi presa QC-—, 

e condotta* per C la retta LL' parallela ad AQ , sarà questa 
l’asintoto. L’equazione della curva, che più da vicino si acco- 
sta alla proposta, sarà della forma zzr. , posta z~u , cioè 



prese le ascisse sull’asintoto LL ' , ove convien distinguere 
due casi, secondo che m è pari o dispari. Sia m un numero di- 
sjiari, e siccome posta t negativa il valore di z diventa negati- 
vo, la curva avrà due rami infiniti, uno li dalla parte delle 
coordinate positive, e l'altro Kk dalla parte delle coordinate 
negative . Se poi m è pari , poiché presa t negativa il valore di z 
si mantiene positivo, la curva avrà due rami li, Oo situati il 
primo dalla parte delle coordinate positive, il secondo dalla par- 
te delle t negative e delle z positive. 

Da ogni fattore semplice della quantità M ne nasceranno 
nella curva due rami infiniti , la posizione de’ quali si determi- 
nerà come sopra. Ma se la quantità M avesse un fattore doppio 
(or — bx)* , il metodo precedente non potrà adoprarsi, perchè an- 
che P conterrà il medesimo fattore ay — bx , e perciò posto 

y— ~ , tutti i termini a , () , y , ec. diventeranno infiniti . 



qa. 

Per vedere, che cosa succeda in questo raso , riferiamo la 
curva data alle coordinate t ed u , e posta l’equazione di essa 
come sopra sotto la forma —O , saia. 
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poiché la quantità M è divisibile per (ay — ix) a o sia per u 3 , 

M—Au*t n -A'u‘t n ^-*A"u*t n ^-*-ec. 

M"=Ct n —*-t-C'ut n ~ 3 -*- ec. 

er. 

Posta / infinita, l’equazione della curva diventa 
Au 2 t -*-Bt — o, 

cioè Au 2 -*-Bt=zo , la quale appartiene alla parabola; onde la 
curva data avrà due rami, che all'infinito si confonderanno con 
la parabola. 

Ciò è vero se B non è zero ; ma se il coefficiente B è r=o, 
posta t infinita l’equazione diventerà 

. „ n — 2 n , n — a n yi — 2 

Au*t -t-B ut -»-G t —O , 

cioè Au t -t-B'u-t-C~c . Se le radici di questa equazione saranno 
immaginarie, la curva non avrà alcun ramo infinito corrispon- 
dente al fattore (ay — bx ) a ; ma se quelle radici son reali, la cur- 
va avrà più rami infiniti. Per conoscerne il numero e la posi- 
zione, siano primieramente c e d le due radici reali e disuguali 

di quella equazione, e si ponga u — c——^\ sostituendo questo 

valore di u nell’eqnaznine data potremo determinare l’esponen- 
te k ed il coefficiente /, e quindi sarà data la posizione di due 
rami infiniti, e nell’istesso modo troveremo que’due, che com- 
petono al fattore u—d. Se le due radici c e d sono eguali, pon- 

ghiamo u — tir— , e sostituendo questo valore nella equazione, 

t 

e trascurando i termini più piccoli in paragone de’ più grandi, 

. j. , • r ., I* AT B 

nel caso ai t infinita avremo — ; — i — ; 1 - — =:o, per mezzo del- 

{ ak ^ft-4-m t n 1 

la qual'equazione dobbiamo determinare l’esponente k ed il 
coefficiente 1 . Riguardo all’esponente k dobbiamo fare in mo- 
do, ohe due esponenti di t siano eguali , e l’altro maggiore. Con- 
vien distinguere tre casi, secondo che n è eguale, maggiore, o 
minore di a m . 

Tom. I. * 3i 
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Sia primieramente rizzivi, e se neH’equazione 



AT 



li 



i/c 



k-t-m ini 



zzo paragoniamo due qualunque termini tra 



loro, troveremo sempre kzzm, e l’equazione diventerà 
i 3 ZI— o . Se le radici di questa equazione sono immagina- 
rie, la curva non avrà alcun ramo infinito; ma se le radici a e 
'ifZ son reali, la curva avrà quattro rami infiniti rappresentati 

dall equazioni n—czz — , n—czz— . 

m m 

Sia in secondo luogo n>2rn, e l’equazione 

T* AI lì , , . , , 

— "i — o , posto ih—K-i-m cioè kzzm , diventerà 

k t >i 1 

/» Al B , T , , 

1 1 zzo , cioè Ih-A—c , perche il terzo termine svanr- 

2 hi irti n r 

t t t 

sce a motivo di n>2rn . Se paragoniamo il primo termine col 

. , n . I» AI R , „ 

terzo avremo A—— , e quindi 1 zzo, la qual e- 

a 1 n n n > i 

t m-t - — t 
t 2 



quazlone non può sussistere posta t infinita, perchè si ridurreb- 
be al solo secondo termine , a motivo di m<— , e quindi 



Finalmente se paragoniamo il secondo termine col 
terzo avremo kzzn — in, e l’equazione diventerà 
— - h— , o sia AI-t-Bzzo , perchè n>im, cioè 

an — 2i7i r in 1 

t t t 

2n—2m>n , e quindi svanisce il primo termine. Nel caso adun- 
que di n>2.m la curva avrà quattro rami infiniti rappresentati 

dall’ equazioni « — czz — — , ed u — czz . 

1 ni . n — ni 

t At 

Sia in terzo luogo n< im , e paragonato il primo termine 

col secondo, o il secoli lo col terzo l’equazione prenderà le for- 

h AT lì ri Al n . .. 

me 1 1 — , 1 — zzo, le quali non posso- 

^ini firn jin—un n 

no sussistere posta t infinita, perchè la prima si ridurrebbe al 
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solo terzo, e la seconda al solo primo termine. Resta dunque a 
paragonare il primo termine col terzo, il qual paragone ei darà 
1 *— — lì, e quindi la curva proposta all’iiifiuito si confonderà 

con la curva dell’equazione (m — c) a -t — o . 

t 

Per conoscere la posizione do’rami indicati da questa ulti- 
ma equazione u — crzzzi: — —, conviene osservare se n è di- 

spari o pari. Nel primo caso è chiaro che due rami Oo , e Kk 
vanno di sopra e di sotto accostandosi alla retta LL' dalla par- 
te delle ascisse negative, allorché B è positiva; ma se B fosse 
negativa, questi due rami sarebbero situati dalla parte delle 
ascisse positive. Nel secondo caso non avremo alcun ramo infi- 
nito se B è positiva ; ma quando B è negativa, avremo quattro 
rami infiniti li, Kk, Nn, Oo , i quali vanno a confondersi 
coH’asinloto rettilineo LL' . 

9 3 . 

Passiamo al caso, in cui il membro supremo contiene il 
fattore (ay — bx)’ , e trasferendo l’equazione alle coordinate t ed 
u, e ponendola sotto la forma M-+-M'-+-M"-*-M"'-bec.zzo , 
avremo 

• M—At n ^u'+A't 71 ^u*-+-rc.. 

M— Bt n ~ D"t ,l ~ S u a -*-B"'t n ~K > -h ec. 

M"=Ct n -*+C't n -*u+C"t n -*u>+i S c. 

M’"zz ec. 

ec. 

Posta t infinita l’equazione si cangerà nelle seguenti: 

(1) At n 3 u‘-+-Bt n '~o, 

(2) At n 3 « 5 -*-B't n \+Ct n a =o , 

( 3 ) At n 3 u'- 4 -B''t n > u 3 -t-Ct n a =rc , 

( 4 ) At n ~ ò u * -t-B"t n ~ 3 u>->-C't rl - 3 u-*-Dt n ~ i =o , 

la prima delle quali ha luogo, quando B non è zero, la secon- 
da se Bzzo , la terza se B e B' sono =0, e la quarta se anche 
C=o. 
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L’equazione (i) diventa Au’-*-Bt > ^zc , e la curva proposta 
si confonde all'infinito con la curva rappresentata da questa 
equazione, la quale è espressa nella Fig, a5, cioè ha due rami 
infiniti AM, A M' situati dalla medesima parte dell'asse AQ, 
uno dal lato delle ascisse positive, e l’altra dal lato delle ascis- 
se negative . 

L’equazione (a) diventa Au % +-1X tu+Ctz. ro, nella quale po- 
sta t infinita, u può essere o infinita, o finita. Nel primo caso 
l’equazione diventa Au*-c- B'[=o , che appartiene alla parabola, 
nel secondo si cangia in B’u-c-C—O , che rappresenta un asinto- 
to rettilineo; e per vedere qual sia la posizione dei rami, che 
convergono verso questo asintoto, porremo nell’equazione pro- 
C l 

posta u-*- e ne determineremo l’esponente k . 

t 

L’equazione (3) si cangia in Au‘-t-B"u*-t-Ctzzo , nella qua- 
le posta t infinita convien che sia infinita anche u, onde in pa- 
ragone del primo svanisce il secondo termine, ed essa diventa 
Au‘-*.Ct —ci . La curva di questa equazione è rappresentata nel- 
la Fig. 26 ., ed ha due rami infiniti AM . AM ' , uuo de’quali è 
situato dalla parte delle coordinate positive , e l’altro dalla par- 
te delle coordinate negative; e con questi due rami all’infinito 
si confonde la curva proposta. 

Finalmente l’equazione (4) Au* -c-B"u*-+-C'u~t-D^:o ci da- 
rà ttti solo asintoto rettilineo, se due radici di questa equazione 
sono immaginarie, 0 tre asintoti rettilinei paralleli, se tutte le 
tre radici son reali . Se però due di esse fossero eguali , giunge- 
remo come sopra a dell’ equazioni della forma u—czz — , o della 

A * 

forma (u — c) J = — . Ma se anche il terzo fattore fosse eguale agli 

’ tri 

t j 

altri, ponendo u — c=— 7 - ■ otterremo una equazione della forma 



k 

t 

Al* 



ni 



-t- 



3* a k-t-rrt k-c-n _ 

t t t t r 

ed usando il medesimo metodo di gopra troveremo che la curva 
all' infinito si confonde con quella dell’equazione 

t 



A_ 

.m 
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* 

con quella dell’equazione («— c) a = — , o finalmente con quel- 

A * m 

la dell’equazione ( u — c)»= — . Siccome converrebbe tener con- 

t m 

to di troppi casi per trattare quella equazione in tutta la sua 
generalità, preudiamo un caso particolare, e suppongbiamo che 
sia data l’ equazione 

/» Al* BI C _ 

Òk °* 



Se paragoniamo due qualunque termini tra loro troveremo per 
k i valori !, — ,- 5 ., a, col primo e coll'ultimo de'quali può 

sussistere l’equazione, ma non con gli altri. Facendo k — i avre- 
mo 7>-t-z// a =o, cioè I=—A, e due rami di curva si confonde- 
ranno con quelli della curva che ha per equazione u — c= — — . 



Se ponghiamo k~ 2 , l’equazione diventerà A I M-i-C—O , e 

se questa ha le radici immaginarie, la curva non avrà per que- 
sta parte alcun’ altro ramo infinito: se poi le radici a e fi son 
reali , la curva avrà altri quattro rami infiniti rappresentati 

dall’ equazioni u — u—czz.-j^ . 



Abbiamo veduto quali sono le curve rappresentate dall’e- 
A A 

quazioni u — <r=— , ed ( u — c)*=— ; vediamo adesso quali son 
* * ^ 

quelle, che hanno per equazione ( u — c)*= — . Se m è un nu- 



mero dispari, la curva (Fig. 24) avrà due rami li, Kk , il primo 
nella parte delle coordinate positive, e il secondo in quella del- 
le coordinate negative: lenèun numero pari, i due rami li, 
Oo saranno ambedue situati dalla medesima parte dell’asse da 
un lato e dall'altro delle ascisse. 

Facilmente apparisce come si debba operare per ottenere la 
posizione de’rami infiniti, allorché il membro supremo ha dei 
fattori elevati ad una potenza maggiore della terza. Passiamo a 
vedere l'applicazione di questa teoria ad un esempio. 
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Sia proposto «li trovare il numero dei rami infiniti nella 
curva, che ha per equazione, 

(y-+-r)j 2 (y-rx) >— y(x a -t-y a ) a —3 y 3 -f- j = 0 . 

Consideriamo in primo luogo il fattor semplice y-t-x , e ponen- 
do l'equazione sotto la forma 



3 1 

• ' ~*' x — x( y — .£■)» "*■£)•— X) * JjT > 

e facendo nel secondo membro — x avremo y-t-x~ — — . 

J a 8jr» 

Sia AP (Fig.27) l’asse delle x , e fatto l’angolo PAQ seni ire t- 
. to dalla parte delle ordinate negative si prenda QC — — , e con- 
dotta per Cla retta LL' parallela ad AQ , sarà LJJ l’asintoto, 
al quale convergeranno i due rami Bb , B’V situati come nella 
figura . 

Per vedere quali rami ci dà il fattor quadrato y*, ponghia- 
mo l’equazione proposta sotto la forma 

•r*y 3 — 2x* y*-f-2.ry s — y* 

-t-x * y-t-2x 3 y * -+-y 5 
-t-3y 3 
— 1 = 0 , 



e posta x infinita avremo y*-t-y=:o , onde si deduce yno, e 
— 1 . Quindi avremo due asintoti rettilinei , uno dei quali sa- 
rà l’asse AP , e l'altro la retta EE' parallela all’asse alla distan- > 
za AD— 1 . Per giudicare della posizione dei rami infiniti con- 
vergenti verso questi asintoti ponghiamo nella equazione prece- 

, / I , . 1 

dente v— — , o y+i=-r, e troveremo nel primo caso — , 

X- 7 1 / jr* 7 



nel secondo y-*-izz— ; onde avremo quattio nuovi rami infiniti 

lì"b" , B'"b"' situati sopra l’asse AP, e B ,v b ,v , B v l v posti sopra 
e sotto la retta EE', come nella figura. 

Passando finalmente al fattor cubico (y — x ) * facciamo l’an- 
golo PAQ' semiretto, e trasportiamo la curva alle coordinate 
AO'—t—T\A 2 , c Q' Mzzixzzy — x. L’equazione proposta diven- 
terà 
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yj. a 

— 1 — 3 1 * u — 4t ’ n a [/ 2 — 6l 2 u * 

|/* 

— — Mu\/ 2 — 3/r a 
a 

-+- 1 ZZ.O . 

Ponendo t infinita avremo u * — t 2 —o • e «pi indi due nuovi 
rami della curva data si confonderanno nell’infinito con i rami 
AM , AM' della curva che ha per equazione n'—t 2 =o. 

Il numero e la quantità de’rami infiniti forma una diffe- 
renza essenziale nelle linee curve , e questo principio hanno con 
ragione adottato i Geometri per distinguere le varie sjiecie di 
curve contenute in un ordine dato. Si può vedere dedotta da 
questo fondamento renumerazione delle linee del terz’ ordine e 
del quarto nella Introduzione del Sig. Euler . 

CAPITOLO XI. 

Della figura delle linee curve . 

94 . 

N,, Capitolo precedente abbiamo cercata la posizione dei rami 
delle curve continuati all’infinito; in questo ci proponghiamo 
«li cercare la posizione dei rami, o sia la figura delle curve in 
uno spazio finito. Per descrivere la curva che corrisponde ad 
una data equazione, conviene per qualunque valore dell’ascissa 
x trovare il valore dell’applicata y. Considerata pertanto x co- 
me costante si deve dedurre dall’ equazione il valore di y , il qua- 
le ci darà le ordinate corrispondenti a qualunque data ascissa. 
Ma se l’equazione della curva è di un grado superiore, questo 
valore di y non si potrà ottenere espresso per mezzo di una fun- 
zione esplicita di x. In questo caso per qualunque valor nume- 
rico di x bisogna con i metodi esposti ricavare dalla equazione 
numerica il valore di y, la quale operazione riesce molto labo- 
riosa , perchè conviene tante volte risolvere una equazione del 
grado superiore, quanti sono i punti della curva, che si voglio- 
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no determinare. Se però nella equazione della curva la dimen- 
sione di una delle coordinate non è maggiore di due, la curva 
si può descrivere, e facilmente conoscere la di lei figura. 

Sia primieramente l’equazione della curva di questa for- 
ma, yzzP-, cioè sia y una funzione razionale dell’ascissa x . La 
figura di queste curve si rende facilmente nota, poiché a qualun- 
que valore dell’asi'issa x corrispondendo un sol valore dell’ap- 
plicata y, la curva con un tratto continuo accompagnerà l’asse 
all’infinito. 

L’equazione della curva sia adesso Py 9 — aQy-t-Zfczo, ove 
P ,Q, ed R sono funzioni razionali dell’ascissa a?, ed estraendo la 



radice avremo 



Q^±/(Q'-VR) 
P P 



Primieramente adunque. 



se sarà Q 2 >PR, a ciascuna ascissa corrisponderà una doppia 
ordinata, come avviene (Fig.a8) per i tratti dell’asse PP , 
P" P " . Le applicate diventeranno immaginarie, se sarà Q 2 <iPR, 
come succede nella figura per i tratti PR , P'P" , P''S. Ma nel 
passaggio dalle applicate reali alle immaginarie, e viceversa, 

p 

convien che sia Q 2 zzPR, cioè Y—q > ° *’ a convien che l’appli- 



cata incontri la curva in un sol punto, come avviene nei punti 
dell’asse P, P , P", e P'" . La curva adunque può esser compo- 
sta di più parti separate tra loro, com’è quella che corrisponde 
alla porzione dell’asse P" P‘" , le quali parti si sogliono chiama- 
re Ovali conjugate . 

Le ascisse pertanto AP , AP' , AP" , ec. sono le radici 
dell’equazione Q 1 — PRzz o, e per ben conoscere la figura della 
curva si deve principalmente aver riguardo alla diversa costitu- 
zione di questa equazione. Se due radici di essa saranno eguali, 
o il punto P' caderà sul punto P ' , o il punto P" sul punto P" , 
cioè svanirà nell'asse o quella porzione che ha le applicate im- 
maginarie, o quella che le ha reali. Nel primo caso la curva 
comparirà annodata (Fig.29); nel secondo l’ovale conjugata si 
ridurrà ad un punto, cioè vi sarà un punto separato dal resto 
della curva, il quale si chiama punto conjugato . Se tre radici 
dell’equazione Q 2 —PR— o saranno eguali , cioè se anche il pun- 
to P"' caderà sul punto P , la parte annodata diventerà infinità- 
niente piccola , e la curva riesci rà acuminata, come nella Fig. 3 o ; 
il puuto R’ si suol chiamare allora cuspide o punto di regresso - 
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Il nodo , o sia l’intersezione di due rami di curva si chiama pun- 
to doppio, perchè la retta che pas?a per quel punto è riputata 
tagliar la curva in due puuti appartenenti ai due rami. Se un 
altro ramo di curva passa per il nodo, si ha un punto triplo, un 
punto quadruplo , se si riuniscono insieme due pùnti doppj, e 
un punto moltiplico , quando più rami della curva s’incontrano. 
Tutte le varietà, che si trovano nella tìgura di qualunque cute 
va, sono sempre composte da quelle, che abbiamo accennate; 
poiché vi s’incontrano ovali coujugate, o punti moltiplici, o 
punti di regresso, o punti conjugati. 

95 . 



Passiamo adesso a vedere, qual’è la figura di alcune delle 
pii! celebri curve. Sia data in primo luogo l’equazione 
x • — iay 2 -*-xy 2 —o , la quale appartiene ad una linea del terz’or* 
dine .che comunemente si chiama la Cissoide di Diocle . Estraen- 
do la radice quadrata avremo yzz x ^ ; 

(j.a — x) za— x 

onde presa ( Fig. 3 1 ) la retta AB per asse , ed il punto A per ori- 
gine delle ascisse, la curva passerà per il punto A , perchè posta 

x=o anche y è =0. Se x=3<z sarà y — :S: - xn \/- a — 1- w . c j 0 ^ ge 

o 

ai prende AB— 2a , e per B si conduce la retta RR! perpendico- 
lare all’asse, sarà questa l’asintoto della cissoide , cioè incontre- 
rà la curva da una parte e dall’altra ad una infinita distanza. 

Se facciamo xzza, sarà y=. ±a , cioè divisa AB per 

l/a 

mezzo in C, e tirate le applicate CD e CD’— AC , la curva pas- 
serà per i punti D e D ’ . Allorché si prende l’ascissa x positiva 
e >aa, o pure negativa, l’applicata riesce sempre immaginaria; 
onde non vi sarà alcuna porzione di curva nè sopra A nè sotto 
B. La cissoide adunque è tale, qual’è descritta nella figura, con 
una cuspide in A, e l’asintoto RR! . 

Per qualunque punto M della cissoide si tiri la retta AM, 
che incontri l’asintoto in Q, e condotta l’applicata MP saià 

AM 2 =zx 2 -*-y 2 zz Mai sta AB 2 :AP 2 =zAl^ 2 :AM 2 , cioè 



r» 

40* 



aa.r» 



’l -la — j )AQ 2 ’ 
Tom. I, 



quindi AQ — , e 
a « — x 



33 



Digitized by Google 




a.So 



ELEMENTI 



QAI=QA — AM ——- — ~ a* — zar) . Preso C per cen- 

|/ (io— j-) 

tro col raggio AC si descriva un cerchio, die passerà per D , ed 
incontrerà le rette PM ed AQ in A ed O, e tirata BN sarà 
JÌA T =l/AUxBl x =\/(4 a * — zax)—QM . Quindi sarà l’angolo 
AQB~ all’angolo QBN~ all'angolo BNP , e perciò l'angolo 
PBJV— all’angolo BAQ ; onde AOzzBN~QM . La cissoide 
adunque ha questa proprietà , che tirata qualunque retta AQ, 
la quule tagli la curva in AI, il cerchio in O, e l’asintoto in Q , 
è sempre QM—AO, o sia A MzxQO : onde questa curva si può 
descrivere con molta facilità. 



Sia proposta in secondo luogo l'equazione del quarto gra- 
do (r — a) a y a =A J .r' — (x — o)*x a , ove a>b , che è della Concoide 
di Nicomede , ed estraendo la radice avremo 

xi/\b 2 —(<r—i a)*l i . , „ .. . , 

y=z ! — ! 1 -, onde apparisce che 1 applicata svanirà 



in due casi, cioè allorché sarà a—a±zb. Prendendo adunque 
(Fig. 32) la retta CB per asse, ed il punto C per origine delle 
ascisse, se facciamo CB~a-^-l>,e CA—a — b, i punti A e B saran- 
no nella curva cercata. Se x è >as-b , o l’applicata è 

sempre immaginaria , onde tutta la curva è contenuta tra i limi- 
ti A e B. Si deve eccettuare il caso di x=ro, che ci dà yzzo ; 
perciò in C vi é un punto conjugato diviso da tutta la curva. 

Se arzza , sarà cc ; e quindi divisa la retta AB per 

metà in D, l’applicata EF che passa per V sarà un asintoto 
della curva. A tutte le altre ascisse AP corrispondono due ap- 
plicate eguali PM, PM' , onde la curva sarà, come mostra la 
figura, formata di quattro rami infiniti, i quali tutti convergo- 
no all’asintoto EF. 11 punto C si chiama il polo della concoide, 
quella porzione di curva , che è sopra l'asintoto, si dice concoi- 
de esteriore , quella situata sotto l’asintoto , inferiore . 

Si tiri dal polo C a qualunque punto M della curva la ret- 
ta CAI, che incontri l’asintoto in L, e sarà 

CM=i/(.r>fr»)=— , e CL=— ; onde 

Y v J x — a x — a 

CAI — CI.—LM— — — — — A Dm B D . Condotta adunnue nel- 

x — u 



— — 
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la concoide dal polo C la retta CM"LM , sarà sempre 
AD—LM—LM" ; onde si deduce una maniera facile di costruir 
questa curva . 

Sia data finalmente l’equazione del quart’ ordine 
(x a -*-y*) : ‘~a ì (y a —x i ), la quale appartiene alla Lemniscata di 
Giacomo BernouUi . Risoluta l'equazione sarà 
, /\ u 3 — ir* a\/{a 2 - 8x a )1 . 

y— — J/ | ± -J, e quindi avremo quattro 

valori di y , se sarà 8x a <a a , cioè x<± — - — ; se poi a 

aj/a a l/a’ 

tutti i valori di y saranno immaginarj . 1 quattro valori si ridur- 
ranno a due, se x==fc_2_ , nel qual caso sarà y==t=£l^JÌ. Po- 
V* J ai/a 

sta A— :o , sarà =fc— , cioè due valori di y saran- 

no *w> e — a, e gli altri due =o. Sia dunque (Fig. 33) AB l’as- 
so, e C il principio delle ascisse, e posta in C l’applicata 
GEhzCD'zza, la curva passerà per i punti C, D, e V . Si fac- 
cia CB—CA — — e condotte le applicate BE , BE ' , AE" , 

• 2J/ 2 11 ’ 

— jq/'a" ’ * P UD *' E, E', E", E'" saranno nella curva . Se 

1 ascissa si prenderà >CB , le applicate saranno immaginarie, 
ma a tutte le ascisse CP<CB corrisponderanno quattro applica- 
te PM , PM', PM", PM'", le due prime delle quali saranno re- 
spetti vamente eguali all’ ultime due, e poste in parte contraria. 
Quindi la Lemniscata ha un nodo in C, e le sue parti CED 
GE D 1 , CE" D\ CE"'D sono eguali e simili. 

CAPITOLO XII. 

V-.Ua invenzione delle curve dalle loro date proprietà, 
o sia de* Luoghi Geometrici . 



-Abbiamo veduto nel Capitolo precedente, come date Tequa- 
aioni delle curve si possono determinare i punii, e ricavarne le 
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proprietà: viceversa, se avremo una serie di punti, la posizione 
de’quali sia determinata per mezzo di una data costruzione geo- 
metrica , potremo trovare la curva , alla quale questi punti ap- 
partengono . Alle curve in tal modo considerate diedero gli an- 
tichi il nome di luoghi Geometrici , perchè in ciascun caso la 
curva cercata è realmente tl luogo, in cui si trovano i punti da- 
ti. Così il circolo è il luogo di tutti i punti , che sono egualmen- 
te distanti da un punto fìsso: l’ellisse è il luogo de'puuti, le di- 
stanze de'quali da due punti dati prese insieme sono sempre 
eguali. I problemi di questa specie si chiamano ancora proble- 
mi indeterminati , perchè si deve in essi esprimere analiticamen- 
te la posizione di un punto, la quale è data mediante una co- 
struzione geometrica, e vi sono più punti, anzi infiniti, che go- 
dono delle medesime proprietà, e soddisfanno egualmente al 
ptoblema. 

Per trovare l’equazione analitica, la quale esprime la na- 
tura del luogo geometrico proposto, si prenda una retta qualun- 
que data di posizione per asse, alla quale si riferisca per mezzo 
di due coordinate uno dei punti dati, quindi dalle condizioni 
del problema si deduca una equazione tra queste coordinate, la 
quale determinerà la posizione dei punti dati , e sarà l’equazio- 
ne della curva cercata: ed in ciò fare si usi quel medesimo me- 
todo, che serve per i problemi puramente analitici . Questo è ciò 
solo che in tal materia si può generalmente accennare, poiché 
ciascun problema richiede particolari artifìzj, i quali non si pos- 
sono imparare, che coll'uso e coll’esercizio. Alcune volte ad 
ottenere una più semplice soluzione dei problemi basta la diver- 
sa posizione dell’asse, e delle coordinate, la quale è in nostro 
arbitrio. Spesso le linee date non sono sufficienti per giungere 
adequazione ; ma se ne devono tirare altre in modo, che para- 
gonate con le linee date somministrino facilmente la bramata 
soluzione. Onde si può rilevare, quanto giovi aver presenti le 

{ iroprietà delle linee rette, e specialmente ciò, che del triango- 
o rettangolo, e dei triangoli simili s’insegna negli Elementi di 
Geometria . 

Prima d’inoltrarci in queste ricerche , vediamo in qual ma- 
niera si esprimano le quantità per mezzo delle linee. Fi^i qui 
abbiamo supposte le quantità espresse in numeri; onde qualun- 
que funzione sostituiti i numeri in luogo delle lettere poteva 
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truffarsi con le regole dell’ Aritmetica, ed ottenersene facilmen- 
te il valore. 11 cago è molto diverso, se non avendo alcun ri- 
guardo ai numeri dobbiamo esprimere le quantità con le linee, 
cioè se dobbiamo trovare una linea retta, che sia rappresentata 
da una data funzione. Si debba in primo luogo costruire la 

quantità — , ove a, b, e c rappresentano linee rette. È chiaro 
che sta c : azdb: quindi prendendo (Fig. 34) due rette inde- 



finite AZ , AY , che s’incontrino nel punto A, se facciamo 
AC—c, AB=a, AD=d>, poi tirando CB se per il punto D gli 
conduciamo la parallela DE, che incontri in E la retta AZ, sa - 



rii AEtz — . Se, ira», coll’istesso metodo si costruirà la quan- 



tità — . Se poi fosse data la quantità , è chiaro che essa 



c 

\n-*-h\d 



- — ^ , e si riduce al caso precedente, se a-*-b, e c-W si 

considerano ciascuna come una sola lettera, ed a questo caso 
appart il e ancora la costruzione della quantità — , la qua- 

i • la-*-b\ia—rh) _ 

le sappiamo essere — . Se fosse proposta la quantità 

ab 
~d 



. « , oh c . . . a h 

-fe' ,a quale è=— X— , si costruisca prima la retta —, che 



si chiami m, e la quantità proposta diventerà — , che si costrui- 
rà come sopra. 

Tutta l'arte adunque di costruire consiste nel risolvere la 
data quantità in più parti, ciascuna delle quali sia della forma 
oh 

—, alla qual riduzione, che spesso non è ovvia, si può sempre 

giungere mediante alcune trasformazioni. Cosi per costruire la 

.... . 

quantità ponghiamo b‘=za*m, c*=an, ed avremo 



b 1 r* 

m — ^ 7 » n= ~' onde facilmente costruiremo le quantità m ed n ; 
ciò posto la quantità proposta diventa 

-^r- è ridotta alla forma cercata. 



a-t-n 
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In simil guisa la costruzione di qualunque quantità razionile, 
nella quale il numeratore superi di una dimensione il denomi- 
natore, si ridurrà sempre all’invenzione della quarta proporzio- 
nale a tre rette date. 

Ma qualunque quantità, per esser suscettibile di costruzio- 
ne, convien che sia omogenea, cioè che ubbia la medesima di- 
mensione nei termini respettivamente del numeratore, ed in quei 
del denominatore. Riguardo a ciò si deve avvertire, che se una 
quantità da costruirsi non è omogenea, questo dipende dall'es- 
sere stata nella soluzione del problema posta qualche quantità 
~ I ; onde espressa questa quantità per mezzo di una lettera , la 
formula proposta diventerà omogenea. Ma non è però necessario 
di rifar di nuovo il calcolo, e basta moltiplicare i termini della 
data formula per una potestà tale di quella lettera, che si sup- 
poneva = i , qual’ è necessaria per render la formula omogenea . 
FWeseinpIo se in qualche problema giungiamo alla formula 

a *-4-r , , . , . . . . , , 

j— - — , abbiamo senza dubbio supposta una quantità =:i , la 

quale se avessimo chiamata e, saremmo, giunti ad una formula 

Q * f j; 3 3 

omogenea. Questa poi sarebbe stata - — , che diventa la 

proposta se si pone e=i . 

Abbiamo supposto fin qui, che nelle formule da costruirsi 
il numeratore ecceda il denominatore di una dimensione; ma 
può il primo superare il secondo di due dimensioni , o anche di 
tre, ma non di più , perchè la Geometria non si avanza al di là 
delle tre dimensioni. E se il numeratore sarà maggiore del de- 
nominatore di due dimensioni, la formula rappresenterà una 
superficie, che si potrà sempre ridurre ad un rettangolo. Data 

■ , p i a*h-t~ar » . , .. , f o(nè-w») 

per esempio la tornatila si porrà sotto la torma , 

1 * u-t-c r u-r-c 

poi si costruirà la retta m— — — — , e la formula proposta di- 
venterà am, cioè sarà eguale ad un rettangolo, che abbia a per 
base, ed m per altezza. Se poi il numeratore supera il denomi- 
natore di tre dimensioni , la formula esprimerà un parallelepipe- 

, n , i .... n*b*-*-ahc* . „ - oAfn/es-e» | 

do. Cosi la quantità si riduce alla forma — , 

<f-4-C a-t-C 

e costrutta la retta in— " - diventa abm , cioè è eguale al pa- 
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rnllclepipedo rettangolo, le rii cui tre dimensioni sonn o, b , m. 

Per dir qualche cosa delle formule irrazionali del set ondo 
grado ponghiamo, che si debba costruire la formula \/ab. È fa- 
cile il vedere , che ciò si riduce alla invenzione dilla inedia pro- 
porzionale tra le rette a, e b\ onde tra tutte le maniere, che per 
ottener ciò insegna la Geometria, quella si deve scegliere, che 
in ciascun caso somministra una soluzione più semplice. Se fos- 
se data la formula j/(a a — b 1 ), essa si ridurrebbe al raso prece- 
dente , se si osservasse che a»— b»=z{a—b)(a-U) . La formula 
|/(a a H-i a ) rappresenterà l’ipotenusa di un triangolo rettangolo, 
i di cui Iati intorno l’angolo retto siano a e b . A questa si ridu- 
ce la quantità j /(o a -*-crf), se si fa b*~cd , cioè se si prende una 
media proporzionale b tra le rette ce d. Con simili artifizj po- 
tremo costruire qualunque radicale quadrato. 



97 - 






Premesse queste cose passiamo alla soluzione di alcuni pro- 
emi indeterminati , giacché niente più dell’ esercizio potrà ren- 
derci abili in questa parte di Analisi. 

i — — t 

PhoblemaI. * 

„ Dentro un angolo dato NAO (Fig.35) trovare un punto- 
* M tale, che condotte le rette MN , MO, le quali facciano 

” u m| Mv ifn de8 ,', n ' a Paragli angoli dati MN A, MOA , 

„ sua MN MO nella data ragione di m : n, e siccome vi so* 

„ no infiniti punti , che hanno questa proprietà, determinare li , 
» linea che essi formano „ . 

SnpponghUmc .rhe M „„„ ,l,i ceti, in mo ,| 0 

. h , , ’ 8la , 1 i\l—y ; , rol ,, r ,. se su| j at j 

de!l angolo dato le rette AD, AF a piacere si conducano le ret- 
te UH. , AG, che incontrando in E ed in G i lati dell’an«olo da- 

ACF-Zm 0 " eSS ‘ !' an g° l0 ^ED—ANM, e l’angolo 
.p F — A . OM ' e Sla DL=a, GF=b, A D~ c , AF=d. Posto ciò 
i triangoli simili PMN , ADE ci danno AD : DE—PM : MN, 

cioè c : a—y : MN — ^ . Parimente dai triangoli OMO, AFG 

abbiamo AF : FG=QM : MO , cioè d : b=* : MO, e quindi 
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MOzz-g-, Ora dovendo essere MN : MO=m : n , avremo 

— : -J~ =m •’ «, cioè y=:^x. ^ er ren ^ er P'6 semplice questa 

equazione si osservi, che possiamo prendere c , e d come ci pia- 

£ * 

ce; onde se facciamo czzn, dzzm, avremo yzz — Se dunque sul- 
la retta AE prendiamo AHzzetziDE , e per il punto H tiriamo 
parallelamente al lato AD la retta IILzzb—FG , tutti i punti 
della retta indefinita AL avranno la data proprietà. 

Problema II. 



„ Trovare il luogo dei punti M , (Fig. 36) da’ quali tirate 
,, ai due punti fissi A, e B le rette AM , BM, stiano queste 
„ nel dato rapporto di m : n 

Congiunti i punti A e B sia AB— a, e tirata dal punto M 
sulla retta AB la perpendicolare MPsia APzzx, PM—y, e 
quindi BP—n — x, A M a zzx a -*~ y*, BM*—a a — 2 ax-t-x a -t-y a . Per 
la condizione del problema avremo adunque 
x a -*-y a : a*— 2 ax-+-x*-+-y 9 =m a : n* ; onde si deduce l’equazione 
(n a — m a )y a -*-(n a — m a )x a -t- 2 am a x — a a m a — o. 

Ponghiamo x —t — -, e questa equazione diventerà 

. . . . 1# 

— — , la quale evidentemente appartiene al circo- 
lo. Presa perciò (N.® i.) A E = tl2 m a ~» e co ^ cen * ro E! e col 

raggio — ° mn a descritto un cerchio , sarà questo il luogo cercato. 

Ho supposto m<n-, se fosse n<m , converrebbe prendere 
AE ( N.° 2 , ) dalla parte del punto B , ed — — — . 

Se poi fosse n~m, l’equazione tra x ed y diventerebbe 
2x— orzo , e quindi divisa (N.® 3.) la retta AB per mezzo in D , 
la retta indefinita DM perpendicolare ad AB sarà il luogo cer- 
cato . 

N*i primi due casi il circolo incontra la retta AB nei pun- 
ti D e D' ; onde nasce una costruzione del problema molto sem- 
plice. Si cerchino sulla retta AB i punti D e D' tali, che sia 
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J D: B DzzA D 1 : B D'zzjn : n , ed il cerchio descritto sul diame- 
tro Diy sarà il luogo cercato. 

Problema III. 

„ Date di posizione le rettp AB ed AC (Fig. 37 ) trovare il 
punto M tale, che tirata MC al punto fisso C, ed MB pa- 
” ralle! a ad AC, la quale incontri in B la retta AB, sia sem- 
,, pre MB:MC—b:c ,, ■ 

Tirata MB perpendicolare ad AC , ed MQ parallela ad AB 
sia AC— a, AP=x, PM—y, e siccome è dato l’angolo 
MQP—BAC, sarà data la ragione di QP : PM, la quale pon- 
ghiamo che sia quella di b : d . Avremo dunque PC— a— x, 

QP— , !L ì AQ=.x—^~z=.BM , MC=~ — ed il triangolo ret- 

. , c*x* a c»xy c a r a . , 

tangoloMPCci dara y 3 -t-a 2 -*ax-*-x 3 =:-j- jq — K_ 5a — cloè 

( l*d a -b*c*)y 3 -*-{b t d*-c t d 2 )x 3 -+-!ibc' J dxy-!ìab 3 d i x-*-a 1 b i d' 2 —o. 

Questa equazione appartiene ad una linea del second’ ordine, e 
da ciò che abbiamo detto di queste linee si rileva che la cur- 
va sarà no» ellisse, se c 3 (b J -bd 3 )<b 3 d 3 , una iperbola, se 
c *(0 3 -^-d 3 )>b 3 d 3 , ed una parabola se c 3 (b 3 -i-d 3 )=ii 3 d 3 . 

Problema IV. 

,, La retta BC (Fig. 38) divisa per mezzo in A giri intor- 
,, no al punto A della retta immobile AD , si tiri CM perpen- 
,, dicolare a BC , e presa AD— AB si congiungano i punti B e 
,, D : trovare il luogo dell’incontro delle rette CM, e BD ,, . 

Dal punto M si conduca MP perpendicolare ad AD , e si 
ponga DPxzx, PM—y , AB—AC—ADzza. Essendo* 1' angolo 
PDM—BDA—CBM, i triangoli CBM, PDM sono simili; 

onde BC : BM—PD : DM, e quindi BMxxt^L llZll e 

X 

BD—^~ a ^ Dai punti B e C si tirino le rette BT, 

x 

CIT perpendicolari ad AD, e sarà 

DT—a — AH:BDzzx:\/(x 3 -i-y 3 ) ; onde AH—. r — a, e 

Cll'=^/(xax — x 1 ). Similmente CII—BT: BD—y : |/ / (x*-t-j a ), 

cioè CH-— — ; e paragonando questo valore di CH con 

Tom. I. 33 
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quello trovato qui sopra avremo l’equazione (za— x)y*~ x* , la 
quale ci mostra la curva cercata esser la Cissoide di Diocle. La 
medesima equazione si troverà più facilmente, se si riflette che 
il circolo descritto sul diametro BC passerà per D , e CM sarà 
ad esso tangente . Onde per la nota proprietà del cerchio 
B Mx. DM—CM *—BM 1 — CB 1 , cioè (an-a-)j a =x*, come sopra. 

Chi volesse vedere un maggior numero di problemi inde- 
terminati risoluti, legga l 'Aritmetica Universale di Newton, 
ed il Trattato delle Sezioni Coniche del Sig. Marchese de 
/’ Hospital . 



CAPITOLO XIII. 

Della intersezione delle curve , e della costruzione 
dell’ equazioni . 

t»8. 

Si abbiano due curve EE' , FF (Fig. 39) riferite al medesimo 
asse AP ed alla medesima origine delle ascisse per mezzo delle 
coordinate APzzx, PM—y , e siano date l'equazioni delle cur- 
ve tra queste coordinate. E chiaro che al punto d’intersezione 
M corrisponderà in ambe le curve la medesima ascissa AP, e 
la medesima applicata PM ; onde per avere i punti d’interse- 
zione convieu supporre in ambedue 1 ’ equazioni delle curve 
tanto x che y respettivamente eguali. Prendendo perciò dalla 
prima equazione il valore di y , e sostituendolo nella seconda, o 
sia eliminando y con i soliti metodi dalle due equazioni avre- 
mo una equazione in x, le radici reali della quale ci daranno 
le ascisse corrispondenti ai punti d’intersezione. Trovate le 
ascisse convien determinare le ordinate, e tra tutte le applica- 
te, che convengono alla medesima ascissa scegliere quelle che 
nelle due curve sono eguali, all’estremità delle quali cadranno 
i punti d’incontro cercati. Sia per esempio una delle due linee 
una retta espressa dall’equazione axs-by — c=o , e l’altra una 

curva qualunque. Sostituito il valore di yzz -■ ^ nell’ equa- 
zione della curva, in luogo di qualunque potenza di y s’ intro- 
durrà una simile potenza di c — ax\ onde l’equazione in x sarà 
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<1; un grado pguale all'ordine della curva. Quindi una linea 
dell’ordine n non potrà essere incontrata da una retta qualun- 
que in più di n punti, ma spesso in meno, se tra le radici 
dell’equazione in x ve ne saranno alcune immaginarie. 

Si debbano in secondo luogo cercare le intersezioni della 
parabola espressa dall’equazione y a — bjr=o , e del circolo che 
ìia per equazione y a — 4 J — o . Per eliminare y si 
sottragga la seconda equazione dalla prima, ed avrassi 

nly x a b' À — 0 , cioè onde ricaveremo il valore di 

y, subito ohe conosceremo quello di x. Si sostituisca il valore 
di y nella prima equazione, e si avrà x‘-+- 2 Ì a x J — 4i 5 x-s-6 4 =o, 
la qual’ equazione ha una radice z=b , onde si deduce 

y— f 3 ~^* a . — A ; e quindi la parabola ed il circolo dati s’interse- 
cano in un punto corrispondente all’ascissa ed all’ordinata ~b . 
Per gli altri punti d’incontro convien cercare le altre radici del- 
la equazione in x . 

Ma quantunque le radici della equazione in jc siano tutte 
reali, noti ne viene però che ad esse corrispondano le intersezio- 
ni delle curve ; poiché le applicate corrispondenti a queste ascis- 
se possono essere immaginarie, nel qual caso non si dà alcuno 
incontro nelle curve. Per dare un esempio di queste intersezio- 
ni immaginarie gupponghiamo che sull’asse AC (Fig. 4-0 ) sia 
descritta una parabola del parametro 2 a, e fuori di essa alla di- 
stanza BCzzh — ia sul diametro AB~ 2 .a un circolo; è chiaro 
che queste due curve non potranno mai incontrarsi. Ora presa 
l’origine delle x nel punto A , l’equazione della parabola sarà 
y a — o. /i(r — b) , e quella del eirrolo y t — 2 .ax — **, ed eliminando 
y avremo 1’ equazione x 3 — antere , che ha le radici reali 
x^^/iab, e come b>aa, parrebbe che un incontro corri- 
spondesse ad un punto dell’assp situato tra B, e C, e l’altro al- 
la sinistra del punto A , ed ambedue fuori del cerchio e della 
parabola. Ma se ricaviamo dalle due equazioni date il valore di 

y , troveremo questo essere V aa(±l/aa£— b), cioè immaginario . 

Vi sono adunque delle intersezioni immaginarie, che il 
calcolo indica, come se fossero reali, perchè il calcolo cerca i 
valori di y eguali nelle due curve, e corrispondenti alla meda- 
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sima ascissa, o siano essi reali o immaginari . Quindi dal nume- 
ro delle radici reali della equazione in x non si può concludere 
il numero di altrettante intersezioni, ma corivien prima vedere 
se 1’ ordinata corrispondente all’ascissa reale sia anch' essa rea- 
le, condizione necessaria, perchè si dia l’incontro. Se però in 
mia dell’ equazioni delle due curve la y non oltrepasserà la pri- 
ma dimensione , o se nell'atto di eliminare si giungerà ad una 
equazione tra x ed y, in cui y non abbia che una dimensione, 
comp è accaduto nel secondo esempio, potremo esser certi che 
non si danno intersezioni immaginarie, perchè a qualunque va- 
lore reale di x corrisponderà sempre un valore reale di y. 

99. 

Questa teoria dell’intersezione delle curve è stata da Des- 
cirtes il primo applicata alla costruzione dell’ equazioni . Poi- 
ché, siccome date l’ equazioni di due curve tra le coordinate x 
ed y eliminando y ottenghiamo una equazione in .r, le radici 
della quale determinano i punii d’intersezione delle due curve ; 
viceversa se sarà data lina equazione in ,r, e si troveranno 1’ e- 
quazioui tali di due curve, che dalla eliminazione di y ne nasca 
la proposta equazione in x. l’ intersezioni delle due curve daran- 
no i valori delle radici dell’equazione data. Infatti le perpendi- 
colari tirate da ciascun punto d’incontro sull’asse taglieranno 
le ascisse eguali ai diversi valori di x. Ma è molto importante 
nella scelta delle curve di evitar quelle, che ci potrebbero dare 
intersezioni immaginarie corrispondenti ad ascisse reali ; lo che 
per ciò, che abbiamo detto, otterremo prendendo una delle due 
curve tali, che nella di lei equazione la y non oltrepassi la pri- 
ma dimensione, cioè, come si suol dire, che questa curva sia «li 
genere parabolico . 

Ma per veder chiaramente, quali curve dobbiamo adopra- 
re, cerchiamo prima indirettamente quali sono l’ equazioni ri- 
sultanti dalla eliminazione dell’applicata nell’ equazioni di due 
linee date. Siano date in primo luogo (Fig. \\ ) due rette BM , 
CM, 1 e quali s’incontrino nel punto M ; si prenda BA per as- 
se, ed il punto A per origine delle ascisse, e sia ABzxxl, AC'—b, 
AP—x, PM—y, e condotta la retta AD perpendicolare all’as- 
se sia AD—c. AE~d. L’equazione della retta / 1 \I si troverà 
essere a\~a.c-\-cx , e quella della retta CM ly—dx-^-bd . Adesso 
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~LI . J\ 

eliminando y avremo 



Z(j i 



ob(c—d) „ „ . . . , 

■ , alla qual equazione si ridu- 



cono tutte quelle del primo grado. 

Supponghiaino adesso che sia il circolo ( Fig. 42 ) incontra- 
to dalla retta BM . Prendiamo la retta BA per asse, ed il punto 
A per origine delle ascisse, c tirando dal punto A e dal centro 
C del cerchio le perpendicolari all’ asse AC , DE facciamo 
AB~a, A C=zb , DM—c, AE=zd , DE— e. Avremo perla retta 

l’equazione yzzb-t-—, e pel cerchio ( x — d) a -*-(y — e)*=c» , ed 
eliminando y otterremo l’equazione 



a* d-+-nb{e — b ) 

' a *-t-b* 3 



a *d »-*-n * (e— A ) 9 _ a » c» 

: — =0 . ont i e mediante 

a*-*-h 3 

1 intersezione del cerchio e di una retta si potranno costruire 
tutte 1 equazioni del secondo grado. Infatti sia data da costruirsi 
1 equazione generale x*—Ax — B — c ; paragonandola con la pre- 
cedente avremo^--" *' d+^e-b) __ n _ a , c »- a > {e -b)*- u *d» 



_n^d-*-/ib{e — *) n « »c a — a\ 

-2." P 

a a - 
&(«*— 



■b) 



c sosti- 



t~\ il . • j d4 

JJaJJa prima equazione si ricava dzz - 

tuito questo valore la seconda diventa 

A*(a*-,-b* )* Ab( e -b)(,i>-+.b>) 

4'< a a 

onde si deduce 



a * L 4a» a J 

mangono in nostro arbitrio le quantità a, b, e, le quali però 
devono prendersi in modo, che il secondo radicale riesca reale, 
altrimenti sarebbe immaginario il raggio del circolo. Per evitare 

il primo radicale facciamo Zero, ed avremo dzz. — , e 






; in questo caso la retta BM eaderà sull’as- 



se, la lettera a sparisce dal calcolo, e la lettera e può aver qua- 
lunque valore. Per render razionale anche il valore di c faccia- 
mo c=e-+- — , e troveremo ez=^^tr~ - c — 

a 4 m ’ 4 m ’ 

ove per m possiamo prender qualunque quantità, ed il circolo 
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corcato st costruirà cosi. Presa AE- — si faccia la perpendico- 
lare ED= 4 — — ; sarà D il centro del cerchio, ed il di 

4 m ’ 

I • , d J -+-4 -4-^71 a . 

lui raggio Sara =: . Avremo una costruzione sem- 

qm 

plicissima se ponghiamo rrt—A, poiché allora sarà AE— — 

a 

EJJ —~ , ed il raggio ~ — cioè —AE-t-ED . 



Se cerchiamo l’intersezione di due cerchi , giungeremo ad 
Hna.eqtiazione di secondo grado; onde mediante due circoli non 
si può fare che ciò, che più semplicemente si fa con un circolo 
ed una retta. Se poi consideriamo le intersezioni di due sezioni 
coniche, o di una di esse col circolo, ue vedremo nascere una 
equazione del quarto grado, e quindi mediante le sezioui coni- 
che non si possono costruire che l’equazioni , le quali non supe- 
rano il quarto grado. Una linea del terz’ordiue, che è tagliata 
da una del secondo, ci condurrà ad una equazione del sesto gra- 
do. E generalmente dalla intersezione di una linea delt’oidine 
»i con un'altra dell’ordine n ne nascerà una equazione del gra- 
do mn (4y) . 

Data pertanto una eqnazione, che debba costruirsi, eon- 
vien risolvere l’esponente «lei di lei grado in due fattori, i qua- 
li ci daranno gli esponenti dell’ordine delle due linee che ser- 
vono alla cercata costruzione, e per evitare le intersezioni im- 
maginarie convien prendere una di queste linee di genere para- 
bolico. Ma come per lo più il grado dell’equazione data si può 
dividere in due fattori in più maniere, cosi bisogna scegliere 
quella, che ci dà curve di un ordine meno elevato, e che più 
facilmente si costruiscano. Cosi data una equazione del sesto 
grado, siccome l’esponente 6 si può risolvere ne’fattori i , 6, 
e 2 , 3, l’equazione potrà costruirsi con una retta, ed una li- 
nea del sest’ordine , o pure con una linea del second’ordine ed 
una del terzo, e questa ultima maniera dovremo scegliere, per- 
chè ci dà curve meno elevate, avvertendo <R più di lare in mo- 
do, ohe la linea del second’ordine sia il circolo , il quale per la 
facilità della sua costruzione si considera a questo effetto del 
aiedesim’ ordine, che la linea retta . 
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Proposta adunque una equazione da costruirsi si prenda 
una curva conveniente compresa nella equazione , 

ove M ed N sono funzioni della sola x , e siccome l’altra cur- 
ii/ 

va dev’esscr tale, che sostituendovi — ^ in luogo di y ne risul- 
ti la proposta equazione; viceversa da questa potrà dedursi la 

M . 

seconda curva, se in luogo di — vi si porrà y. Sia data per 



esempio da costruirsi l’equazione del quarto grado 
tx t -+-Ax a -*-Bx-t-C—o : prendiamo per una delle due curve la 

I iarabola espressa dall’equazione ay^x a -*-bx , e sostituendo nel- 
a proposta (ay — bx ) a in luogo di x 4 avremo l’equazione del 
second’ ordine a a y* — 2abxy-t-(A-*-b a )x a -*-Bx-*-C=o , e le inter- 
sezioni di questa curva con la parabola ci daranno le radici del- 
la equazione data. A motivo delle due quantità arbitrarie a, e 
b quella equazione rappresenterà infinite curve, le quali tutte 
potranno servire alla costruzione cercata. Se all’equazione già 
trovata aggiungiamo un multiplo ac dell’equazione della para- 
bola, avremo un’altra equazione molto più generale, cioè 
(A) a a Y* — a.al>xy-*-(A- 4 -b 2 -*-ac)x a -*-(B-*-abc)x — a 3 cy-t-C=0 . 
Se la quantità A-*-ac è positiva, la curva contenuta in questa 
equazione sarà una ellisse, se è =0, una parabola, se è negati- 
va, una iperbola; e diventerà un cerchio, se bxzo, e c=a — — , 

a 

poiché l’equazione sarà in questo caso 

’ A\ C 

cioè 





ove il secondo membro è il quadrato del raggio del circolo. Se 
facciamoC=:o, avremo la costruzione dell’equazioni del terzo 
grado. Tutte le curve contenute nella equazione (A) taglieran- 
no la parabola ne’ medesimi punti; e quindi aneli’ esse s’ incon- 
treranno ne’ medesimi punti. Perciò senza timore d’intersezioni 
immaginarie potremo costruire l’equazione data per mezzo di 
due qualunque delle curve comprese nella equazione (A); ma 
per più semplicità converrà fare in modo, che una di queste 
Curve sia il circolo. 



% 
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Per costruire con questo metodo l’equazione del terzo 
grado x'+Ax-y-Bzz. o, prendiamo 1’ equazione della parabola 
— bx , e sostituendo questo valore di x a nella proposta 
avremo axy — bx 2 -*-Ax-t-B— c, ed aggiungendovi un multiplo a 
della equazione della parabola otterremo 

axy-*-(c — b)x J -t-(A-*-bc)x — acy-t-B— o, la qual’ equazione appar- 
tiene sempre all’iperbola. Onde, se per maggior semplicità vor- 
remo adoprare un cerchio, dovremo ridurre la proposta al quar- 
to grado moltiplicandola per x. Avremo così una intersezione 
di più, ma questa sarà facile a riconoscersi, perchè caderà sulla 
origine delle coordinate. Similmente data una equazione qua- 
lunque, potremo spesso averne una costruzione più semplice 
moltiplicandola per x , o per x a , o per x * , ec. Così se avremo 
una equazione del trentesimo nono grado, essa si potrà costrui- 
re con una linea del terzo ed una del tredicesimo ordine: ma se 
si moltiplica per x , si potrà costruire con una linea del quinto 
ed una dell’ottavo ordine, cioè in un modo più semplice del 
precedente, e moltiplicandola per x* potremo adoprare una li- 
nea del sesto ed una del settimo ordine, e questa costruzione si 
deve reputare ancor più semplice. Ma in generalo oltre all’ ado- 
prare curve di un ordine il minore possibile, bisogna special- 
mente aver riguardo nella scelta a quelle, che più comodamen- 
te si descrivono . 

ioo. 

Passiamo a veder l’uso di questa teoria nella risoluzione 
di alcuni problemi . 

Problema I. 

„ Date due rette AO, AG (Fig-4-3), che s’incontrano in 
,, A , trovare un punto M dentro l’angolo OAG in modo, che 
„ tirate le rette MN, MO, le quali formino con le rette AG, 
,, AO aDgoli dati, sia la loro somma eguale ad una retta data 
,, c, ed inoltre le medesime rette stiano nel dato rapporto di 

if fìl l tx , , • 

Supposto conosciuto il punto M, da esso si tirino le rette 
MP , MQ parallele ai lati dell’angolo dato, e sia MPzx^AQzzy , 
MO — 4 P- — -r , Siccome son dati gli angoli P ed N del triango- 
lo PMN, sarà data la ragione de' lati PM , Mi Y, che suppon- 
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go esser quella di n : a , e quindi avremo MN— ■ Similmen- 
te se m : b è il rapporto dato dei lati QM , MO del triangolo 
QMO, avremo MOzz — . Ora per le condizioni del problema 

dev’essere MN: MOzzm-.n; quindi avremo l’equazione ayzzbx . 
Ma la somma delle due rette MN, MO dev’essere zzc, perciò 



avremo ancora l’equazione -+■ ~ =c • Combinando questa con 



, - . rnnv 

Ja precedente ne ricaveremo . 

Per costruire questo valore di x si prenda nella retta AG 
prolungata ABzzm , BCzzn, e nella retta AO si prenda AE=n, 
e tirata la retta CE dal punto B se gli conduca parallela la ret- 



ta BF, cbe incontrerà in F il lato AO, e sarà AF-- 



So- 



stituito questo valore avremo xzz 



c.AF 



onde se prendiamo la 



retta AG—c , e la retta AHzzb, ed alla retta GH conduciamo 
dal punto F la parallela FP , avremo xzzAP . 

Trovato il valore dir, per aver quello di y si osservi , cbe 
a : b=x : y, onde presa Aizza, e congiunti i punti 1 ed H se 
ad IH tiriamo dal punto P la parallela PQ , yzzAQ . Ades- 
so dai punti noti P e Q tirate ai lati dell’angolo dato le paral- 
lele PM , QM, queste determineranno col loro incontro il pun-- 
to cercato M . 



Problema IL 



„ Trovare un punto M (Fig-44). dal quale tirate ai tre 
„ punti dati A, B, C le rette MA, MB , MC, abhiano queste 
„ tra loro i rapporti delle date rette m,n, p „ . 

Congiunti i punti A e B , si tirino dai punti C ed M sul- 
la retta AB le perpendicolari CD, MP , e sia ABzza, AD — t, 

CDzzc, APzzx, PMzzy, AMzzz, e quindi BM— , 
CM—~z. Posto ciò è chiaro che avremo z*=x a -«^y* , 



H»** , , 

— =(a- x y+y*, r- r= ( x -b)*+( c - y y 



Tom. I. 



e da queste ricave- 

H 
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remo ('equazioni (in 3 — n 3 )(y*-t-x* ) — iaw :l *+a , w , ~» . 

(m a — />*)(.r*-f-V a ) — 2cm a \- — zbm 3 x-t-(b 3 -i-c*)m*~ o ; onde olimi- 
nando y arriveremo ad mia equazione in x d>'l secondo grado. 
Ma possiamo costruire il problema mediante l’cqnazioni già tro- 
vate, le quali appartengono a due circoli, perché si riducono 
alla forma 



nei 9 



ni 1 —ii 3 1 
bm » 



-+-V 3 =- 



(nja— „ ija ’ 



(- 1 

( bm » \ a / cm 3 \ a (Aa-f.ra),n ! 

a m J — p 3 / Y m 3 — p 2 / \ta 3 — p 3 



*)m 3 p 3 



Si prenda AE-- 



, c fatto centro in E il cerchio 



m 3 — n 3 

descritto col raggio — sarà quello della prima equazione. Si 



faccia AF—- 



lm 3 



in 3 —p ' 



, FG perpendicolare ad AB, ed — 



m 3 — p 1 



ed il cerchio descritto col centro G, e col raggio - 



AF AC 



sara 



m. AI) 

quello espresso dalla seconda equazione. I punti M ed M' , ove 
questi circoli s’incontrano, risolvono il problema. 

Problema III. 

„ Trovare due medie proporzionali tra le due rette date 
„ AB-a , AC=b (Fig ; 45) „ . 

Chiamando x la prima media proporzionale avremo l'equa- 
zione x i — a 3 b— ro. Per costruirla moltiplichiamola per .r, ed 
avremo x * — a 3 bx~ o; prendiamo l’equazione della parabola 
-T a =fiy, che ci darà la curva AM, e sostituiamo il valore di 
a* nella proposta . Avrenio a 3 y 3 —a 3 b. raro, cd aggiungendovi 
l’equazione della parabola moltiplicata per a 3 otterremo 

, . , / a \ “ ( b . 3 a'- 

a 3 y 3 — a 3 ox-t-n 3 x 3 —a , yzr.c;, cioè ( y — — \ -+■ \ x — — ì =r — 

equazione appartenente al cerchio . Si divida pertanto la retta 
AC per mezzo in D , e dal punto D inalzandogli una perpendi- 
colare DE— —AB, col centro E e col raggio E A si descriva 

un cerchio : esso incontrerà la parabola nel punto M , dal quale 
tirata una perpendicolare sulla retta AC , questa taglierà la ret- 
ta APzzxzz alla prima delle inedie proporzionali, e la seconda 
media sarà PM . 



-b 3 
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Problema IV. 



,, Trovare un punto M (Fig.46) nella periferia di un eer- 
„ ehio «lato, dal «piale tirati; le rette MA, MB , MC a due 
,, punti dati A, e lì, cd al centro C del circolo, siano le tan- 
,, genti degli angoli AMC, BMC nel dato rapporto m:n „ . 

Si conducano pel centro C le rette AC , BC , e dal punto M 
si tirino ad esse parallele e jierpendicolari le rette MP , MQ-, 
MB, MS: di più dal punto lì si tiri sulla retta AC la perpen- 
dicolare BO, e sia ACxza , BCxzb . CO~c , ed il raggio CM del 
dato cerchio xxr . Si faccia AC:CM—C M :CF, B C : C M ~C M :CG, 



cioè CF~—, CG=~ , c condotte le rette MF , MC sarà l’an- 
a n 

gnlo AMC~C FM , e l’angolo BMC—CGM . Ora avremo 
tang .CFM : tang.yW PRxzPR : FR, e 
tiuig. CGM :tai)sr.MQS(— tnng. MPR)~QS :GS , e quindi 
taug.CFM: tnng.CGMxzPRÀGS : FRxifS -, onde per le condi- 
zioni «lei problema avremo l’e«{uazione ni FR'XQS—nP Ry(GS . 
Si osservi che BC :CO=zMP : PRzzMQ-.QS , cioè, chiamando 

CP x ed MP y, PB— C -i , QS = e perciò 
r* by-t-cx 

C S—~r -+- —, . 



cnr*x^ bcmx 2 -t-c*mxy 



b ’ v 0 - a 

Sostituendo questi valori avremo 

cioè 



_cnr*y bcny*-t-c*nxy 



ab b a h* b » 

abny 1 — ac(m — n)xy — aiwz.f 3 -t-flrtr a y — bmr 1 x~o (A) . 
Siccome abbiamo due incognite, convien trovare un’altra 
equazione, e questa ci verrà «lata dal circ'tlo . Infatti abbiamo 

BC : BOzzMP : MR= > , e sostituendo i valori di 

o 



CR, e di MR nella equazione al circolo C R.*-^AT R* — «•» avre- 
mo A a Jr J -+-aic.ry-*-/> , r a =è 1 r a . Col mezzo di questa possiamo 
eliminare y dall’equazione (A), ed avremo una equazione in x 
del quarto grado, che costrutta ci darà i valori di x. Ma senza 
eseguire questa eliminazione, ba«ta costruire retrazione (A), 
che appartiene all’iperbola, e le intersezioni di essa col circolo 
ci daranno i punti M richiesti. 

A questo problema si riduce l’altro, in cui si cerca un pun- 
to M tale (Fig.47), che, tirate le rette MA, MB a due punti 
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dati, siano le corde MC, Me eguali. In questo caso avremo 

. # * f 2 j 

m=zn , e l’equazione (A) diventerà y a — x*-*-—y — a— o . Co- 

strutta l’iperbola MM* di questa equazione, e l’ iperbole oppo- 
sta M"M", i punti M, M ' , M", M'", ov’esse tagliano il cir- 
colo, soddisfanno egualmente al problema. 

CAPITOLO XIV. 

Delle curve trascendenti . 

IOI. 

F inora abbiamo parlato delle curve algebriche , passiamo 
adesso a dir qualche cosa delle trascendenti . Ogni curva sarà 
trascendente , quando nella di lei equazione l’applicata y sarà 
una funzione trascendente dell’ascissa. Abbiamo considerate al- 
cune funzioni trascendenti, cioè i logaritmi, le quantità espo- 
nenziali, e quelle che dipendono dal circolo; onde se nella equa- 
zione di una curva si troveranno in qualunque modo alcune di 
queste funzioni , essa non sarà algebrica, ma trascendente. Ol- 
tre le funzioni logaritmiche e circolari, che possono riguardarsi 
come le più semplici trascendenti, ve ne sono infinite altre, 
l’origine delle qunli si ritrova nell’Analisi degl’infiniti . Quindi 
noi non potremo che dir poche cose sulle curve trascend* nti , 
fin dove arrivano cioè le nostre cognizioni sulle funzioni tra- 
scendenti . 

Alcune volte la curva non è algebraica, quantunque nella 
di lei equazione non vi sia apparentemente alcuna funzione tra- 
scendente. Tale sarebbe l’equazione yrr.r^ 2 , dalla quale non 
si può in aleuti modo con operazioni ulgebraiche togliere l’irra- 
zionalità; onde non può riporsi tra le curve algebraiche. Ma 
per mezzo di operazioni trascendenti, cioè de’logaritmi, si potià 
risolvere questa equazione, poiché sarà ìo^.yzS^/ alog.x, e quin- 
di ad ogni valore di x troveremo il valore corrispondente di 
log.y, e tornando dai logaritmi ai numeri anche quello di y. 

Cosi pure dovremo riporre tra le curve trascendenti quel- 
le, nell’ equazioni delle quali gli esponenti delle variabili saran- 
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no immaginarj. Per esempio l’equazione y=y- '-*-x 
appartiene ad una curva trascendente; lo che apparirà più chia- 

, vi/— 1 — vl/—i 

ramente, se osserveremo che e -t-e — acos.o ; on- 

de facendo e v z=x , ed t)=log.x, avremo y=2c0l.log.a;, e la cur- 
va sarà doppiamente trascendente , perchè dipenderà e da loga- 
ritmi, e dalle funzioni circolari. Ma siccome queste curve appa- 
rentemente non trascendenti si riducono ai logaritmi ed alte 
quantità circolari, esaminiamo le curve che da queste funzioni 
trascendenti immediatamente dipendono. 

Sia data in primo luogo la curva espressa dalla equazione 

log.— — ~r> alla quale si dà il nome di Logaritmica. Passando 
a 0 x 

dai logaritmi ai numeri avremo yzzae^ , dalla qual’equazione 
apparisce , che le ascisse x crescendo in progressione aritmeti- 
ca , le applicate y crescono in progressione geometrica. Prendia- 
mo (Fig.48) la retta AP per asse, ed il punto A per origine 
delle ascisse, e primieramente sarà nel punto A l’applicata 
A Uz=a , poi alla destra del punto A le applicate onderanno sem- 
pre crescendo, e sempre diminuiranno alla sinistra del punto A 
in modo, che l'asse Ap sarà asintoto della curva. 

Si può facilmente tirar la tangente a questa curva; infatti 
x 

essendo l’ ordinata PMzzae * , se si conduce un’altra applicata 
P'M' distante dalla prima della retta PP'zzui, sarà 
x-*-u r-t-n x x u 



PM'zzae , ed M'Qrzae — a e ~ae (e — 1) . Se per 

i punti M ed M' facciamo passare una retta, che incontri l’as- 
se in T, avremo PT : PM—MQ : QM' , e quindi 

PT~ — - — rr . Ma se il punto P cade sul 



h 

e —1 



u 

ib* 



«a 

'bbT 



ec. 



I iunto P. cioè se u~ o, la retta MT incontrerà la curva ned so- 
o punto M , e ne sarà tangente : dunque la sottangente PT sarà 

~~^zh , cioè costante, e questa è la proprietà principale della 



logaritmica. 
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Se l’equazione di una curva conterrà quantità esponenzia- 
li , converrà ricorrere ai logaritmi per costruirla. Così data l’e- 
quazione y=x x , avremo prendendo i logaritmi log.y=:xlog..z ; 
onde da ciascun valore di x ricaveremo il valore di iog.y, e poi 
quello di y . Alcune volte non è così facile il costruire la cur- 
va; come se fosse data l’equazione ~y X , poiché prendendo 
i logaritmi non guadagneremmo niente. In primo luogo è chia- 
ro, che possiamo soddisfare a questa equazione prendendo yxzx, 

10 clic indica una retta inclinata all’asse ad angolo semiretto; 

ma ciò non esaurisce l’ equazione, poiché essa sussiste anche 
picso .>'=3 , ed o viceversa y=4> ed t — a , Per trovare le 

altre parti, che oltre la retta son comprese nella equazione fac- 

ciatno irax , ed avremo x x , cioè x =u , e quindi 

i ii 

x ~u' 1 1 , ed yzzu u 1 . Dando pertanto diversi valori ad m ne 

ricaveremo il valore di x cd il corrispondente di y . 

Venghiamo alle curve, che dipendono dal cerchio, ed in 
primo luogo esaminiamo la linea dei seni, la di cui equazione 

è y=aArc.sen.— , cioè l’applicata è proporzionale all’arco di 

cerchio, che ha — per seno. Siccome ad un medesimo seno cor- 

c 

rispondono infiniti archi, cosi ad ogni valore dell’ascissa x cor- 
risponderanno infiniti valori dell’applicata, e se u è il più pic- 
colo arco che abbia — per seno, c p rappresenta la semipeiife- 

ria del circolo, i valori di y saranno i seguenti : 

cui , a(p—u ) , a(xpH-u ) , a(-ip—u), <z(4/M-u) , ec. 

— a(p-*-u ) , — a(zp — u) , — a(3p-t-u ) , — a(4p — u ) , ec. 

Presa adunque (Fig.4y) la retta BAC per asse, ed il punto A 
per origine delle ascisse, al punto A corrisponderanno le appli- 
cate AA'—ap, AA"zz*ap, AA"'—3ap, ec. Aa-zxap , Aa’—iap , 

4P 

ec. E se si prende un punto qualunque P in modo, cbe sia 

11 seno dell’arco u, sarà PM—au , PM'—a{p — u)—AA' — PM , 
PM"—a(np-*-u)~AA"-¥-PM, ec., Pnv=.a(p-i-u)—Aa-\-PM , 
iW=a(y — u)=.la' — PM , ec. Onde apparisce, che la curva sa- 
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là tutta composta di porzioni simili ed eguali AEA', A’ E’ A" se. , 
Aea, ae'a , ec. 1 punti E, E', E", ec., e, e', e", ec. corrispon- 
deranno alle ascisse AL—AB—c, e sarà CE—Be—~ , 

CE"— Be'— ec. , Ce'—BE'—^^-,ec., in modo che lo di- 
3 a 

stanze EE ", Ee' , E'e , ee", ec. saranno tutte zzsap. 

Una figura simile 6Ì troverà per la linea de’ coseni, che ha 
per equazione , vzrArc.cos.;r , ma affatto diversa e composta d’ in- 
finiti rami sarà la linea delle tangenti espressa dall’equazione 
y— Arc.tang.x. Ma siccome si può facilmente dalle proprietà 
delle tangenti dedurre la figura di questa curva, e di quella 
delle secanti, che ha perequazione yrrArc.sec.a: , passiamo a 
considerare una curva più celebre, alla quale è stato dato il no- 
me di cicloide. 

Scorra per la retta E A (Fig. 5o) ruotandosi un cerchio; il 
punto D del suo diametro descriverà una curva DD’ . Sia in 
principio il diametro AB perpendicolare alla retta E A , il rag- 
gio del cerchio —a, e la retta CLh=zb-. poi muovendosi il cer- 
chio sia giunto nella situazione A'BB ' , e sia adesso A'C'D' la 
posizione della retta ACI) , e D' in conseguenza un punto della 
curva. Posta la retta AQzzaz, sarà l’aico A'Q—uz, e l’arco 
( )B’zza(p — z), e z, p — z gli archi corrispondenti nel cerchio, 
che ha il raggio =i . Quindi tirando D'P perpendicolare in P e 
P' ai diametri AB e QR avremo D’ P'—bsvn.z , C'P'— — bcos.z , e 
chiamando DPx,e PD'y otterremo xzxb — bcos.z, yrrtiz-e-Asen.s, 

ed eliminando z, y — \/lphv — r^-u/iAri- »n l /(zbx x ) 

b 

Se prendiamo l’origine delle ascisse nel centro C facendo 
CP=b — x—t, l’equazione della cicloide sarà 

— r a )-t-oArc.cos. ~. Se b—a, avremo la cicloide ordina- 
ria , la cicloide allungata se b<a , e la cicloide accorciata se 
b>a . 

11 cerchio ACB (Fig. 5t ) invece di ruotarsi sopra una ret- 
ta, si ravvolga adesso sopra un’altro cerchio OAQ ; il punto D 
preso dentro o fuori del cerchio mobile descriverà un’altra cur- 
va , che si chiama Epicicloide . Sia il raggio OA del cerchio im- 
mobile —c, il raggio CB del cerchio mobile —a, e la retta 
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CDxib, e prendiamo per asse della curva la retta OACBD , ove 
cadono i punti O, C , D in una data situazione del cerchio mo- 
bile. Adesso movendosi questo cerchio giunga nella situazione 
A'RB'Q, A'D' sia la posizione della retta AD, ed il putito D 
cada in D' in modo, che sia C 1 D'zzb . Tirate D'P , C'M perpen- 
dicolari all’asse, e C'N perpendicolare a D' P\ sia z l'arco AQ 
descritto sul cerchio immobile, sarà ancora A'Qzzs , e 1’ angolo 

AOQzz—, e quindi (?'il/=(«-t-c)sen. — . L’angolo iìC' /?'= all’an- 
c c 

golo A'C'Qzz ^ , e l’angolo NC'Iixz all’angolo AOQxz^-,c per- 
ciò l’angolo NC'D'=^z, e quindi D'N=bsen.—z , 

° ac ’ ac 

T il i C 

C'Nzxb cos. z . Onde, se chiamiamo OP x, e PD' v avremo 

ar=:(a-Hc)cos.— -f-icos.^^z, ed y=:(a-t-c)*en. — -t-isen.^^z . 

c ac J K ' c ac 



Se ^ sarà un numero razionale, eliminando z giungeremo 

ad una equazione algcbraica tra x ed y . Sia per esempio cxza, 

, z , az z , az 

ed avremo x=: 2 rtcos. — -t-ocos. — , Y=aascn. — i-Osen. — e prcn- 
a a a a * 

dendo i quadrati di x e di y otterremo 

x*+-y*—^a*-*-l' 1 -+-fyxbcoa .— . Da questa equazione ricaviamo 



z x a -t-r*— 4o a — b* az z 

cos.— — , e cos. — = 2 cos. — 

a t\ab a a 

(r a -f-_)' a ) a — 

~ Bu a i a ’ 



— I 

e sostituendo que- 



sti valori abbiamo tia a bxxz(x i -*-y : ‘ — 2 a* — ò a ) a — 4 <**{« a -*- 2 & 4 ) , 
la quareqnazione appartiene ad una linea algehraica «lei quart’ 
ordine. Negli altri casi, ne’quali c non è commensurabile con 
a , l’epicicloide sarà trascendente. Se prendiamo a negativa, il 
cerchio mobile raderà dentro l’immobile, e la curva che ne na- 
sce, si chiamerà Ipocicloide . Prendendo c infinita avremo il ca- 
so trattato della cicloide. 



Passiamo in ultimo alle linee spirali, cosi dette, perchè 
per lo più si ravvolgono con infiniti giri intorno ad un punto 
fisso C (Fig. 53), come centro. Queste curve si esprimono co- 
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modrtmonte por mozzo di lina equazione tra la distanza CM di 
un loro punto M dal contro C, e l’angolo ACM. che la refi 
CM forma con una rotta AC data ili posiziono. Fatto l’angolo 
AC Mzzu , e la rotta CM—z, se prendiamo l'equazione sempli- 
cissima zzz.au, ossa appaiterrà alla spiialo Archimedea , così 
detta dal suo inventore Archimede . Lenitolo u ilio determina 

C # 

la porzione della retta CM può esprimersi in infinite maniere, 
le quali sono u , 2 p-+-u , 4p-*- u . , oc. , — 2 /)+« . — 4 p~*~ u • pc * 

ed a queste corrispondono influiti valori di z, cioè tu/, 0(2/7-+-»), 
o(4/»-+-t/) , ec., — a(up — u), — a{t\p — «), oc. La posizione della iet- 
ta CM si mantiene la medesima anche per gli angoli 
3 /m-u, ~>p - *-«, ec. , — p-t-u . — 3/?-4-m, cc. ; ina i valori di CM so- 
no allora negativi: onde ai precedenti valori di z conviene ag- 
giungere anche questi, — a(p-t-tt) , — a(Sp-t-u) , ec. , a(p — 11 ), 
a (3/7 — 11 ) , oc. Quindi posto l’angolo uzze apparisce che sarà 
(Fig.Sa) CA—AA'=A'A"zzec. —Cazzaa'zz cc. zznp. Se fuc- 



P 

Clamo u— — , 
a 



vedremo 



che sulla retta C B perpendicolare ad 



AC cadono i punti doppj C, B, lf , ec. , b, b' , ec. , cioè vi s’in- 
tersecano due rami di curva, che nel punto C la curva toc"a la 
rotta AC, ed i due rami della spirale si ravvolgono intorno al 



punto C in modo, che CB—^-ap, e Blì'zzec. zzBbzzbb'zzcc.— 2 ap. 

Posto l’angolo aCNzzu, e quindi l’angolo ACNzzp — u, vedre- 
mo che i valori di CN, CN', ec. Cn , Cu' , ec. corrispondono 
esattamente a quelli di CM, CM' , ec. Cm, Cm' , ec., e quindi 
la porzione di curva situata alla destra della retta CFÌ è simile 
ed uguale a quella, che è posta dalla parte sinistra della mede- 
sima retta. 

Le altre spirali prendono il loro nome dalla somiglianza 
della loro equazione con quella di altre curve nominate. Cosi 



la spirale espressa dall’equazione zzz— è stata da Giovanni Ber- 

nouìli chiamata la spirale iperbolica , perchè la di lei equazione 
è simile a quella dell’ iperbola tra gli asintoti. La curva che ha 



per equazione wrcilog. — si chiama la spirale logaritmica . La 



retta OAf (Fig.53) tirata dal centro alla curva la incontra sem- 
pre sotto il medesimo angolo. Condotta un’altra retta CM' , a 
Tom. I. 3j 



1 
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col centro C e col raggio CAI descritto l’arco di cerchio ML 
sia M'L-zzt ; avremo 

u-t-a ng.M CM’ zzji-y- — — :=àlog.^^ rràlog. -i-Mog. ^i-i- ^ e 

. ,. ML . ! t /* t' \ , 

quindi _ec.^, ed 



ML 

AI 



— zzb' i — — ec.^ . Quanto sarà minore la retta M'L, 

L V as / 



ML 



tanto più il rapporto -y,p anderà accostandosi al valore della 



tangente deH’angolo Mj M'L, e non lo esprimerà esattamente, 
che quando sarà M'L— o. Facendo adunque tzz o avremo la 
tangente dell’angolo ÀIAl'L^Jt, e petciù quell’angolo costan- 
te. Acciò divenga zrro couvien che sia u~ — et; quindi la spira- 
le logaritmica dalla parte superiore AM và estendendosi all’ in- 
finito, ma dalla parte interiore và sempre accostandosi al punto 
C, al quale però non giunge, che dopo infinite rivoluzioni, cioè 
non vi giunge inai. 



CAPITOLO XV. 



Delle superficie cune , e delle curve di doppia 
curvatura . 

ioa. 

Come nelle linee curve dal valore di una retta perpendicolare 
ad un’altra retta data di posizione si comprende, quanto da 
questa retta la curva si allontani; così per conoscere la situa- 
zione dei diversi punti di una superficie curva converrà sapere 
il valore della distanza di ciascun punto da un piano dato di 
posizione, dal qual valore si vedrà quanto la superfìcie dal dato 
piano si discosti. Sia questo piano quello della Tavola (Fig.54) 
e da ciascun punto Al della superficie si tiri ai piauo tuia per- 
pendicolare MQ\ questa ci darà la distanza del punto AI dal 
piano. Ma ciò non basta per determinare la situazione de] pun- 
to M ; convien di più sapere a qual punto del piano corrispon- 
de il punto Q. Per determinar ciò si prenda nel piano a piacere 
una retta AL, e dal puuto Q se gli tiri una perpendicolare Qi’- 
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Ora se, preso un punto fisso A della retia AP , conosceremo il 
valore delle rette QM , PQ, AP , sapremo il luogo del punto AI. 
Quindi è chiaro elle a rappresentare una superficie sono neces- 
sarie tre coordinate AP(x), PQ(y). QAI(z). L’equazione di una 
superficie dovrà essere adunque o= ad una funzione delle tre 
variabili x, y, z , dalla quale il valor di xt ‘sia dato per .r ed y . 
Onde prese AP e PQ ad arbitrio, se inalzeremo al piano nel 
punto Q una perpendicolare QM eguale al valore di z datoci 
dall’equazione per le rette AP e PQ , il punto AI sara nella su- 
perficie . Il piano IÌAC, in cui son situate le coordinate APz=:x, 
e PQ—y , lo chiameremo in seguito per più brevità il piano del- 
le x ed y; il piano SAC alzato perpendicolarmente al primo 
sulla retta AC sarà il piano delle j fez; ed il piano SAP per- 
pendicolare al primo, ma alzato sull’asse AB delle y,si dirà il 
piano delle y e z, perchè su questo piano cederebbero le y e le 
z , se ad esso si riferisse la superfìcie. 

' 1 \ ’ , 

io3. 

Vediamo come in questo modo si trovi l’equazione di alcu- 
ne superficie più note, ed in primo luogo consideriamo un pia- 
no (Fig. 55), l’intersezione del quale col piano delle x e delle y 
(che sarà sempre per noi il piano della Tavola) sia la retta BE, 
la quale formi con l’asse delle x l’angolo ABE—a, e sia AB— a . 
Da un punto qualunque M pteso iti questo piano si tiri sulla 



retto BE la perpendicolare A1E\ congiunta QE sarà anch’essa 
perpendicolare a BE, e l’angolo MEQ misurerà l’inclinazione 
del dato piano con quello delle x ed y , la quale chiameremo (i . 
Dal punto Q si tiri QC paiallela a BE , e dal punto C si condu- 
ca CF parallela a QÈ : sarà QPrrPCtang.a, cioè 

y=(o — X' — BC) tang.a, BCzz-^~, QE— 

di yz=(a-x-~ ^__)tang.«, cioè 
z—(a — a)sen.aXtang./7< — ycos.atang.^ ; e facendo 
«sen.«Xtang./i’=A , — — zzc, ^~—— e » avremo zzzb-t-cx-t-ey . 




Ogni equazione adunque, nella quale le variabili non superano 
la prima dimensione , apparterrà sempre ad un piano. 

Sia A il centro di una sfera (Fig. 54), la distanza AM di 
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ini punto qualunque M <1<*1 la di lei superficie al centro è egua- 
le al raggio a della sfera: ma A M'X3i/(x*-+-y ì -+-z % ) ; dunque 
l’equazione della superficie sferica sarà .r a -t-y a -t-z a z=:< 2 a . 

Sia A il centr.o della base di un cilindro retto posata sul 
piano della Tavola; è evidente ciré le per|>endicolari MQ tirate 
«! i tutti i punti della superficie onderanno sulla circonferenza 
della base. Quindi, chiamato a il raggio della base, l’equazio- 
Ile della superfìcie cilindrica sarà a' a -+-y a =:/i a . 

Situata la base di un cono retto sulla Tavola, ed il centro 
di essa in A, se da un punto qualunque M della superficie si 
tira sulla base la perpendicolare MQ, sarà AQ^\/(x 1 -¥-y !1 ) il 
raggio del cerchio parallelo alla base, e corrispondente al pun- 
to M . Ma questo raggio sta a quello della base che chiameremo 
n , come l’asse del cono, che diremo b, meno la distanza QM 
all’asse medesimo. Quindi l’equazione della superficie conica 
strà n a (A — z) a —b*(x a -t-y 2 ) , e prese le coordinate dal vertice del 
cono, ed il piano delle a 1 ed y parallelo alla base, l’equazione 
s trà <i a z a =Z> a (.r a -+-y a ). Di qui abbastanza app.vrisce, come dal- 
le date proprietà di una superficie si possa ricavare la di lei 
ni uazione . . 

1 i c>4- 

<K 

Data l’eqnnzione di una superficie (Fig.56) tra le coordi- 
nate A P(x), PQ(y) , QM(z), se in luogo delle coordinate AP , 
PQ vorremo prendere le CP'(x ') , P'Q(y') situate nel medesimo 
piano, facendo CAzzc, e l’angolo PCP 1 — a avremo 
srzrc—x' cos.n — y'sen a, y— y'cos.w — a’sen.a. Se adesso vogliamo 
passare dalle coordinate CP' , P'Q, QM alle coordinate CP', 
P'Q ' , Q'M , ove P'Q' è presa in uu nuovo piano CP'Q ' , l’incli- 
nazione del quale sul piano deUa Tavola, cioè l’angolo Q'P'Qè 
~3, e ponghiamo CJ v —t, P'Q'zzit, Q'M—r; condotta Q II per- 
pendicolare a P'Q, e Q'S perpendicolare a QM, avremo 
J‘'R~ucos § , Q’ Jlrrust'n (i , SM~rcas.(1 , Q'S—rft'n.ft; onde 
a 'zzt , y'—itcns.^ — rsen.^, z=»isen.^-*-.-eos.^. Sostituendo i valo- 
ri di x' e di y' in quei di * e di y avremo 

a’=c— tcos.a— Msen.aX<' os -^-t- r s en - a X* e n.^ , 
y=zucos.uXro* j? — rcos.oXsen.f? — tsen.a, 
z=«sen .fl-t-rcos .fi , 

Posti questi valori nella equazione della superficie avremo 
l i quazione della medesima tra le coordinate CP , P'Q' , Q'M . 
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Adesso npl nuovo piano potremo variare la posizione delle roor- 
diriate CP' , P'Q' , ed otterremo l’ equazione generale della su- 
perficie riferita a qualunque piano. Ma qualsivoglia permuta- 
zione di coordinate si faccia, nella equazione della sujierficie ai 
manterrà sempre il medesimo numero di dimensioni, che si tro- 
vava in principio nell'equazione tra r, y, e z. Questa costanza 
di dimensioni ci somministra il modo di dividere le superfìcie 
in ordini , l’ordine essendo eguale alla massima dimensione, che 
nel l’equazione della superficie formano le variabili. 

Alcune volte torna conto di rappresentare le superficie per 
la relazione, che passa tra la retta AM (Fig.54) che da un pun- 
to qualunque M và ad un punto fisso A, tra l’angolo MAQ 
che la retta AM forma con un piano fisso APQ, e tra l’angolo 
Q/1P che nel medesimo piano forma la retta AQ con una 
retta AP data di posizione. Se si pone la retta AM’=r, l’an- 
golo PA(h=zp , e l’angolo QAM~> /, data l’equazione tra le 
coordinate AP, PQ , QM , se ne ricaverà facilmente l’equa- 
zione tra le variabili r, p, q. Infatti MQpZTZZ.r*rn.q , 
AQ—rcot.q, A P— r— AQco% .p~rc, 0 t pY.C 0 t.q , PQ=y 
— AQsen.p—rteo.p'Xeoti.q. Viceversa data l’equazione tra r, p, 
e q , se ne dedurrà quella tra x, y, e z, se si porrà 

r=l/(x 2 -i~Y a -t-z 2 ), sen.vzz - , e sen.»= 2 . 

^ J l/(* a + y a -*>) y l/(x*+y a ) 

io5. 

Se nei valori precedenti di x, y, e z espressi per t,u,e d r 
facciamo r= o, avremo 

XZZC — /cos.a— r/sen.«Xcos.^, 
yra/cos.aXcos.fy — /seti.» , 
zzrusen.^ , 

i quali valori sostituiti nella equazione della superficie ci da- 
ranno una equazione tra t ed u . Ma se facciamo (Fig.56) 
MQ'~rzzo abbiamo i punti della superficie, che sono situati nel 
piano CP'Q’ : dunque quella equazione tra t ed u apparterrà a 
tutti i punti della superficie che sono nel piano CP'(V , cioè al- 
la sezione che nella superfìcie forma il piano CP'Q' . Abbiamo 
così la maniera di trovare quali curve siano formate nelle su- 
perficie dai piani, che in qualunque modo le taglino, Io che 
giova assai per la cognizione delle superficie curve. 
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Nella superficie sferica abbiamo x 2 -+ j y*-+-z*zza 2 •, dunque 
T equazione della sezione sarà 

t a -*-M a — 2Cfe.0S.a — ■2cuaen.aX < '0a.f}-^-c 2 zza t , 

la quale appartiene al cerchio, come vedremo facendo 
rrr/’-t-ccos.a, u~zy}-4-csen.aX.roa.(f , perchè allora quella equazio- 
ne diventa p 2 +q 2 zza 2 — e , 8fn.a 1 Xsfn.^* . Il raggio di questo 
cerchio sarà | /(a* — c a seii.« J X s ''" i^ J )> <*d >1 di lui centro si tro- 
verà ove<— caia. a , ed «=csen.«X' - os.^ . Se sarà a<rsen.c*Xsen (f, 
il raggio diventerà immaginario, ed il piano non incontrerà la 
sfera. Se o=csen.aXseu.^/, il raggio sara zero, ed il piano in- 
contrerà la superficie in un sol punto, cioè sarà tangente di essa. 

La superficie cilindrica ha perequazione x 2 -*-y 2 zzu 2 \ quin- 
di l’equazione della sezione sarà 



t 2 -+-u 2 co*. fi 1 — ic/cos.a — 2 CMse n . aXoos.fì-t-c 2 zza 2 , 
la quale posto tzzp-t-ccoa.a , uzzq-*-c * n \ diventa 

p 2 -t-q 2 rus.li 2 —a 2 , equazione dell’ellisse. Se flzzo, cioè se il 
piano secante è parallelo alla base, questa ellisse diventa un 
cerchio dell’equazione p a -+-r/ a —a 3 , cioè un cerchio eguale alla 
base. Se cos [i—O, cioè se il piano è perpendicolare alla base, 
abbiamo I’ equazione t*~ 2Ctcn« azza a — c a , cioè 
/=rcros.a±)/'(o a — c a *en.a a ); la quale ci dà due rette perpendi- 
colari alla base se a>csen.a, uua sola retta se a=csen.a, e ci 
mostra che il piano non incontra la superficie se o<c«en.o, cioè 
se il raggio della base è minore della distanza del piano dal cen- 
tro d<dla base . 

L’equazione a*(b— z) 2 zzb 2 (x 2 -+-y 2 ) della superficie del co- 
no retto ci darà per l’equazione dello sezione 



t 2 -t-u 2 ^cos .ft 2 — —se n 1( d 2 ^ - actcos.o — iu ^cse n . «<X c os ./? — ‘ 'j 



-t-c 2 — a 2 zzo . 



Questa equazione appartiene alla parabola se tang./?=r— , cioè 

se l’angolo d’inclinazione del piano secante è eguale all’angolo 
che forma un lato del cono con la base ; all’ ipcrbola se 

tang.d>— , ed all’ellisse se tang./?<A. Questa ellisse diventa 

un cerchio se tang.^=:o, cioè se il piano secante è parallelo al- 
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la base . Inoltre quella equazione ai risolve in due fattori razio- 
nali , oliando tana. , cioè quando il piano secante pas- 

* r cjen « * 

sa pel vertice del cono . Questi due fattori sono 






. / u 

sen.« a ) , — = — 

'V (t a -M.' a sen a“) 

seti.» 1 ) \—z — 

\y jla+«»na a 3 ) 



■ l^— c<;os.a=0 , 



-i^ — ccos.orro , 



e ci danno due rette, le quali s’intersecano nel vertice del cono 
quando o>csrn.a, ed una sola retta quando az:csen.«. Ma al- 
lorché aCcsm.a , quell’equuzioni non possono sussistere elle 
nel caso di tzzccas.a , ed uz=\,/(b 3 -+-c 2 sen.a 3 ) , e ci danno un 
punto solo, che è il vertice del cono. Combina tutto questo 
con ciò che altronde sappiamo delle sezioni coniche. 

106. 



Supponghiamo adesso che una superficie curva sia tagliata 
da un’altra superficie curva, la sezione non sarà più situala in 
un piano, e ai chiamerà perciò una linea di doppia curvatura : 
e per esprimere la natura di questa curva non basteranno due 
sole coordinate, come quando la curva è tutta in un piano, ina 
saranno nece ssarie tre coordinate . Una equazione tra tre coordi- 
nate non appartiene alla sola curva di doppia curvatura , ma a 
tutti i punti della superficie, in cui essa è riposta. Nella super- 
ficie la PQzzy (Fig. e t r i) può esser qualunque; nella curva di 
doppia curvatura la PQ dev’esser tale, che corrisponda alle per- 
pendicolari zz^MQ tirate dai soli punti della curva, non alle 
altre tirate dagli altri punti della superficie. Quindi non solo 
la z dev’essere una funzione di x ed y ; ma anche la y dev’esse- 
re una funzione di x. Perciò per la curva di doppia curvatura 
devono esser date due equazioni tra x , y , z, che saranno quel- 
le delle due superficie che si tagliano. Infatti siccome i punti 
della curva sono comuni ad ambe le superficie; cosi per questi 
punti devono aver luogo insieme l’ equazioni delle due superfi- 
cie. Se dalle due equazioni tra x, y, z elimineremo la z avre- 
mo una equazione tra x ed y, la quale ci darà il rapporto tra 
AP e PQ . Questa equazione rappresenterà una curva QR nel 
piano delle x ed y, da ciascun punto Q della quale tirata al 
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piano una perpendicolare QM eguale al corrispondente valore 
di z. il puiuo M sarà nella curva di doppia curvatura. 

La curva QR , ohe è la traccia ili tutte le perpendicolari ti- 
rate sul piano PAP' dai punti della linea di doppia curvatura, 
si chiama la promozione di questa linea nel piano delle x ed y. 
Se eliminassimo x invece di z, avremmo una equazione tra y e 
z, che esprimerà la proiezione Q 1 R' fatta nel piano P" AS delle 
yez. Cosi pure eliminando y avremo l’equazione della proie- 
zione uel piano P iS delle x e z . Due proiezioni QR , Q'R' co- 
nosciute bastano per determinare la linea di doppia curvatura; 
poiché presa APzz-c . PQ ci darà il valore di y , e prese AP'—PQ, 
P'Q’ ci darà il valore. di z: o sta prese PQ ed AP' eguali , e dai 
punti Q p Q 1 inalzate ni respettivi piani le perpendicolari QM , 
Q' M , esse s'incoiitierauuo nel punto M delia linea di doppia 
curvatura . 

Date adunque due siqierficie espresse con le medesime 
coordinate x, y, e z, le quali si taglino , per determinare la se- 
zione si elimini la z dalle due equazioni, e si avrà l’equazione 
della proiezione QR della cercata sezione. Se questa equazione 
fosse ini|>os$ibile, coin’è la seguente x J -+-y 1 -+-a’=o , ciò sarete 
be un senno che le due superficie inai non s’ incontrano . Se la 
proiezione si riducesse ad un punto, ciò indicherebbe che le su- 
perfìcie si toccano nel punto conispondente. 

Quando due superficie curve si tagliano, la loro sezione è 
per lo più una linea di doppia curvatura; può darsi però qual- 
che volta, che questa sezione sia una litica di semplice curva- 
tura, cioè che sia tutta situata in un piano. Per giudicar di ciò 
si elimini la z da una dell’equazioni delle dite superficie , e 
dall’ equazione /nz-t-nx-*-/jy-t-q—c> di qualunque piano, O sia si 

,, . ux-t-p v-^q . , ,. 

sostituisca in quella equazione — - in luogo di z, c si 

osservi se determinate in qualche modo le quantità m,n,p , e 
q l’equazione trovata tra x ed y sia l’equazione medesima del- 
la proiezione QR. Se ciò succede, la sezione sarà tutta situala 
nel piano assunto: altrimenti la sezione sarà una linea di dop- 
pia curvatura . 

Si cerchino le intersezioni di due superficie sferiche espres- 
se dall’ equazioni , (b-+-x) i -i-(c-t-y) À -t-(e-*-:) a —J 1 • 

Eliminando z avremo l’equazione 
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4 («*•+■& *)x >-t-4(e a -4-c a )y 1 -+-8ica:y — 4^ r * a'—-4 cr J J-*- r 4 — A a * c a =:o » 

ove r a ~f a — a 1 — b 3 — c 3 -*-e 3 . Se adesso nella equazione 

ar a -*-y a -+-z a =a a sostituiamo il valore di z= — ~*~7 avremo 

m 

(m 3 -+-n 3 )x 3 -4-(m a -+p a )y a -t-2npxy-t-2.nqx-4-2pqy-*-q 3 — a 3 m 3 —a . 
Questa equazione si rende affatto simile alla precedente, se si 
prende m— ne, nxzzb, p—zc, q — — r*: dunque la comun sezione 
delle due superficie sferiche cade in un piano, che ha per equa- 
zione zez-t-zbx-^-zcy — r a ~o . 

Sian date l'equazioni a 3 (b — z) a zrJ“(x a -+-y*) della superfi- 
cie del cono retto, e (c-Kr) a -4-((f-4-y) a :=e a per la superficie del 
cilindro retto: la seconda equazione sarà la medesima che la 
proiezione nel piano delle ar ed y . Ora se sostituiamo il valore 

di z = — - nell’equazione della superficie conica, a- 

vremo 

(a 3 n 3 — b a m a )x 3 -t-(a 3 p 3 — b 3 m 3 )y 3 -+-za 3 npry 
- 4 - 2(1 a n(q-tJ>m)x-*-za 3 p(q-*-bm)y-*-a 3 ( q-+-bm ) * =o . 

Ma qualunque valore si dia ad m , n , p , e q , questa equazione 
non diventa mai quella della proiezione; perciò la sezione del- 
le date superficie cilindrica e conica non è situata in un piano, 
ma è una linea di doppia curvatura. 



Fine del Tosto Primo. 



Tom. I. 
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